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(第 19 题图)

数学试题参考答案
一、选择题：本题考查基本知识和基本运算。每小题 4分，共 40分。
1.A 2.C 3.B 4.A 5.B 6.D 7.A 8.C 9.C 10.D
二、填空题：本题考查基本知识和基本运算。多空题每题 6分，单空题每题 4分，共 36分。
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三、解答题：本大题共 5小题，共 74分。
18.本题主要考查三角函数及其变换、正弦定理、余弦定理等基础知识，同时考查数学运算等素

养。满分 14分。
(Ⅰ)由余弦定理得 2 2 2 2 cosa b c bc A   ,

代入并化简得 2 cos 2 cosc b A b B  ,
由正弦定理得 sin 2cos sin sin2C A B B  ,
由 πA B C   得 sin sin ( )C A B  ,
代入并化简得 sin ( ) sin2A B B  .

(Ⅱ)由 πA B C   得 ( 0 , π )A B  ,
当 B是锐角时 , 3A B ,
解得

π( 0 , )4B ;
当 B是直角时 , 不合题意 ;
当 B是钝角时 , 3 2πA B  ,
解得

2π 3π( , )3 4B .
故角 B的取值范围是

π 2π 3π( 0 , ) ( , )4 3 4 .
19.本题主要考查空间点、线、面位置关系，直线与平面所成的角等基础知识，同时考查直观想

象和数学运算等素养。满分 15分。
(Ⅰ)取 ,AD AP中点 ,E F ,连接 , ,BE BF EF .

由 AB PB , PA PD 得 PA BF , PA EF ,
所以 PA 平面 BEF .
由 AD BC , 2AD BC 知四边形 BCDE是平行四边形 ,则

BE CD .
由 BE CD , EF PD 得 平面 BEF  平面 PCD ,
所以 PA 平面 PCD .

(Ⅱ)方法一 :
由 1AB PB BC CD    , 2AD  知四边形 ABCD是以 60A  的等腰梯形 .
连接 AC ,则 AC CD , CD 平面 PAC ,于是点 P在底面 ABCD内的射影在 AC上 .
取 AC中点 G ,则 3

2PG  ,于是当 PG 底面 ABCD时 ,四棱锥 P ABCD 的体积最大 .
连接 BD ,则 1

1 1
3 4P ABD ABDV S h   .

计算得
6
2PA  , 10

2PD  ,则 15
4PADS  ,故

2
1 1
3 4B PAD PADV S h   ,

解得 2
15
5h  ,则 2 15sin | | 5

h
θ

PB
  .

因此 ,直线 PB与平面 PAD所成角的正弦值为
15
5 .

(Ⅱ)方法二 :
由 1AB PB BC CD    , 2AD  知四边形 ABCD是以 60A  的等腰梯形 .
连接 AC ,则 AC CD , CD 平面 PAC ,于是点 P在底面 ABCD内的射影在 AC上 .
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取 AC中点 G ,则 3
2PG  ,于是当 PG 底面 ABCD时 ,四棱锥 P ABCD 的体积最大 .

如图 ,以 G为原点 ,分别以射线 , ,GB GC GP 为 , ,x y z轴的正半轴 ,建立空间直角坐标系

G xyz .
由题意得

( 0 , 0 , 0 )G , 3( 0 , , 0 )2A  , 1( , 0 , 0 )2B , 3( 1, , 0 )2D  , 3( 0 , 0 , )2P .
所以

3 3( 0 , , )2 2PA   
 , 1 3( , 0 , )2 2PB  

 , ( 1, 3 , 0 )AD  
 .

设平面 PAD的法向量 ( , , )x y zn ,
由

0
0

PA

AD

  


 




n

n
,

得

3 3 02 2
3 0
y z

x y


  

  

,

取 ( 3 , 1, 1) n ,
则

| | 15sin | cos , | 5| | | |
PBθ PB
PB


    




 n

n
n

.
因此 ,直线 PB与平面 PAD所成角的正弦值为

15
5 .

20.本题主要考查等差数列、等比数列等基础知识，同时考查数学运算和逻辑推理等素养。满分
15分。
(Ⅰ)设数列 { }na 的公比为 ( 0 )q q  ,数列 { }nb 的公差为 ( 0 )d d  .

由于 1 1n n n

n

b b b d

b

a
q q

a
    ,

故数列 { }
nb
a 是首项为 1ba ,公比为 dq 的等比数列 .

易知 1q  ,则
1 2

2
1 2 2

1 1 ( )3[ ] 3( )1 1 n

n d n

n b b bd

q qa a a a a a
q q

 
        

 
  ,

解得 2q d  ,
因此 12nna

 , 2 1nb n  .
(Ⅱ)由 2 1nb n  得 2

nS n ,
所以 1 22nnc n  .
由于 1

1 2 2 1n
n nc c n
     ,

则 2 1 3 2 4 3 5 4, , , 0c c c c c c c c     ,
且当 5n  时 , 1 32 2 1 4 (1 1) 2 1 2 9 0n nn n n           ,
故当 1, 2 , 3, 4n  时 , 1n nc c  ;当 5n  时 , 1n nc c  .
因此数列 { }nc 中的最小项是 5 9c   .

21.本题主要考查抛物线的几何性质，直线与抛物线、圆的位置关系等基础知识，同时考查数学
抽象、数学运算与逻辑推理等素养。满分 15分。
(Ⅰ)由题意知抛物线的准线方程是 1x   .
(Ⅱ)由题意可设直线 : ( , 0 )AB x my n m n   , 1 1( , )A x y , 2 2( , )B x y .

将直线 AB的方程代入抛物线 2 4y x 得
2 4 4 0y my n   ,

所以 1 2 4y y m  , 1 2 4y y n ,
点 C的坐标 3 3( , )x y 满足

3 1 2
1 ( ) 22y y y m   , 2

3 3 2x my n m n    .
由 | | 2 | |AB CN 得
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2 2 2
1 2 1 2 1 2 1 21 | | 1 ( ) 4m y y m y y y y y y        ,

代入并化简得 4 2 0m m n n   .
又 ( , 0 )M n , 2( 2 , 0 )N m n ,由勾股定理得

2 2 2| | 2 ( 2 ) ( 2 )PQ m m n    2 22 4n m n
m

 ,
则 2 2 2 2| | | | 4 4 4 4 ( 2 ) 8MN PQ m n m n m n       ,
当且仅当 2 2m n  ,即 6 22 2 0m m   时等号成立 .
由于 2 0m n  ,
解得 4 2m  .
记 6 2( ) 2 2f m m m   , 4 2m  ,注意到

4( 2 ) ( 2 ) 0f f  ,
则存在 4( 2 , 2 )m 符合题意 .
因此 , | | | |MN PQ 的最大值是 8 .

22.本题主要考查函数的单调性，导数的运算及其应用，同时考查数学抽象、数学运算与逻辑推
理等素养。满分 15分。
(Ⅰ)当 0a  , 1b   时 , 2( ) ln 2ef x x x  ,

则
2( ) ( ln e )f x x x
x

   .
设 ( ) ln eg x x x  ,
易知 ( )g x 单调递增 ,且 1( ) 0eg  ,则

1 1 1( 0 , ) ( , )e e e
( ) 0

1( ) ( )e

x

f x

f x f

 

  

单调递减 极小值 单调递增

所以
1( ) ( ) 3ef x f  .

(Ⅱ)(ⅰ)由于
2 ln( ) 2xf x ax b
x

    ,
设

ln( ) xh x ax
x

  , 2
1 ln( ) xh x a
x
   ,则 ( )h x 有两个变号零点 1 2 1 2, ( )x x x x .

记 ( ) [ ( ) ]h x h x   ,则 3
2 ln 3( ) xh x
x
  ,

所以
3 3 3
2 2 2

3
2

( 0 , e ) e ( e , )
( ) 0
( ) ( e )

x
h x

h x h

 
  

 单调递减 极小值 单调递增

因此
3
21 ( e , e )x  , 3

22 ( e , )x    .
此时

1 1 1 2 2 2

1 2

( 0 , ) ( , ) ( , )
( ) 0 0
( ) ( ) ( )

x x x x x x x
h x
h x h x h x

 
   

单调递增 极大值 单调递减 极小值 单调递增

将 1 2
2 2
1 2

ln 1 ln 1x x
a

x x
 

  代入 1( )h x , 2( )h x 得

11
1

2 ln 1( ) x
h x

x


 , 21
2

2 ln 1( ) x
h x

x


 .
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设
2 ln 1( ) xφ x

x


 ,则 2
3 2 ln( ) xφ x
x

  ,
所以

3 3 3
2 2 2

3
2

( 0 , e ) e ( e , )
( ) 0
( ) ( e )

x
φ x

φ x φ

 
  

单调递增 极大值 单调递减

由 1 2( 2 ( ) , 2 ( ) )b h x h x   解得
3
2( 4e , 0 )b


  .

(ⅱ)由题意得 ( ) 0f s  ,即 2 ln 2 0s as b
s

   ,
将
2 ln 2 0s as b
s

   代入 ( )f s 得

2 2( ) ln 2 lnf s s s as   .
设 2 2( ) ln 2 lnp x x x ax   ,则

22( ) ( ln 1 )p x x ax
x

    .
设 2( ) ln 1q x x ax   ,则 21 2( ) axq x

x
  ,

结合 1 2( ) ( ) 0p x p x   及 0a  得

1 2( ) 0 ( )p x x x x    .
又 1 2x s x  ,故 2

1 1 1
5( ) ( ) ln 3ln 1 4p s p x x x      .

解析&审核：水球高考命题研究组


