
2021届南开中学高三校模拟（数学）

1.已知集合 A = {x ∈ N | 0 < x < 4}，B = {x | x2 − 2x ⩽ 0}，则 A ∩B =( )

A. [0, 2] B. [1, 2] C. {1, 2} D. {1, 2, 3}

2.设 a，b，c为实数，则“a，b，c成等比数列是“a2，b2，c2成等比数列”的 ( )

A. 充分不必要条件 B. 必要不充分条件
C. 充要条件 D. 既不充分也不必要条件

3.函数 f (x) =
2x lnx2

4x + 1
的大致图象为 ( )

A B C D

4.某校有 1000 名学生参加扶贫知识政策答题比赛，分初赛和复赛两个阶段进行，
规定：初赛成绩小于等于 90 分的会被淘汰．已知所有学生的初赛成绩均在区间
(30, 150]内，其频率分布直方图如图所示，则会被淘汰的人数为 ( )

A. 350 B. 450 C. 480 D. 300

5.已知 a =
(
1
3

)0.3

，b = log 1
3
0.3，c = ab，则 a，b，c的大小关系为 ( )

A. b > a > c B. b > c > a C. c > b > a D. a > b > c

6.已知圆锥的顶点和底面圆周都在球 O的球面上，圆锥的母线长为 3，侧面展开图的面积为 3π，则球 O的表
面积等于 ( )

A.
81π
8

B.
81π
2

C.
121π
8

D.
121π
2

7.已知抛物线 y2 = 2px (p > 0)上一点M (1,m) (m > 0)到其焦点的距离为 5，双曲线 x2

a
− y2 = 1的左顶点

为 A，若双曲线的一条渐近线与直线 AM 平行，则实数 a的值是 ( )

A.
1
9

B.
1
25

C.
1
5

D.
1
3

8.已知 f (x) = sin
(
ωx+ φ+

π
3

)
同时满足下列三个条件：

① |f (x1)− f (x2)| = 2时 |x1 − x2|最小值为 π
2
；

② y = f
(
x− π

3

)
是奇函数；

③ f (0) > f
(
π
6

)
．

若 f (x)在 [0, t)上没有最大值，则实数 t的范围是 ( )

A.
(
0,

π
6

]
B.

(
0,

11
6

π
]

C.
(
π
6
,
11
12

π
]

D.
(
5
6
π,

11
12

π
]

9.如图，已知 B，D是直角 C 两边上的动点，AD ⊥ BD，|
−−→
AD| =

√
3，∠BAD =

π
6
，

−−→
CM =

1
2

(−→
CA+

−−→
CB

)
，
−−→
CN =

1
2

(−−→
CD +

−→
CA

)
，则

−−→
CM ·

−−→
CN 的最大值为 ( )

A.
4 +

√
13

2
B.

2 +
√
13

2
C.

4 +
√
13

4
D.

2 +
√
13

4

10.设复数 z满足 (1 + 2i) z = 3− 4i（i为虚数单位），则 |z|的值为 ．

11.

(
2x2 +

1
3
√
x

)5

的展开式中 x3的系数为 （用数字作答）．



12.已知过点 P (0, 1)的直线 l与直线 4x− 3y = 0垂直，l与圆 x2 + y2 +2x− 6y+6 = 0相交于 A，B两点，则
线段 AB 的长为 ．

13.2021年是中国共产党成立 100周年现有 A，B两队参加建党 100周年知识竞赛，每队 3人，每人回答一个问
题，答对者为本队赢 1分，答错得 0分；A队中每人答对的概率均为 1

3
，B队中 3人答对的概率分别为 2

3
，

2
3
， 1

3
，且各答题人答题正确与否互不影响，设 A队总得分为随机变量X，则X 的数学期望为 ；

若事件M 表示“A队共得 2分”，事件 N 表示“B队共得 1分”，则 P (MN) = ．

14.已知实数 x，y满足 x > 1，y > 0且 x+ 4y +
1

x− 1
+

1
y

= 11，则 1
x− 1

+
1
y
的最大值为 ．

15.已知函数 f (x) =

ln (x+ 1) +m, x ⩾ 0

ax− b+ 1, x < 0
其中 m < −1，对于任意 s ∈ R且 s ̸= 0，均存在唯一的实数 t，

使得 f (s) = f (t)，且 s ̸= t．
（1）若m = −2，b = ；
（2）若关于 x的方程 |f (x)| = f

(
m
3

)
有 4个不相等的实数根，则 a的取值范围是 ．

16.在△ABC 中，内角 A，B，C 所对的边分别为 a，b，c且 cosB
cosC

= − b
2a+ c

．

(1)求 B 的大小；

(2)若 a = 2，c = 3，求 cosA和 sin (2A−B)的值．

17.如图，在三棱柱 ABC −A1B1C1中，AA1 ⊥平面 ABC，AA1 = AC = BC = 2，
∠ACB = 90◦，D，E 分别是 A1B1，CC1的中点．
(1)求证：C1D∥平面 A1BE；

(2)求直线 BC1与平面 A1BE 所成角的正弦值；

(3)在棱 CC1 上是否存在一点 P，使得平面 PAB 与平面 A1BE 所成二面角为
60◦?若存在，求出线段 CP 的长；若不存在，请说明理由．

18.已知 A1，A2分别为椭圆 C :
x2

a2
+

y2

b2
= 1 (a > b > 0)的左、右顶点，B为椭圆 C 的上顶点，点 A2到直线

A1B 的距离为
4
√
7b
7
，椭圆 C 过点

(
2
√
3

3
,
√
2

)
．

(1)求椭圆 C 的标准方程；

(2)设直线 l过点 A1，且与 x轴垂直，P，Q为直线 l上关于 x轴对称的两点，直线 A2P 与椭圆 C 相交于
异于 A2的点D，直线DQ与 x轴的交点为 E，当△PA2Q与△PEQ的面积之差取得最大值时，求直
线 A2P 的方程．



19.已知数列 {an} 的前 n 项和为 Sn，满足 Sn = 2an − 1 (n ∈ N∗)，数列 {bn} 满足 nbn+1 − (n+ 1) bn =

n (n+ 1) (n ∈ N∗)，且 b1 = 1．

(1)证明数列
{
bn
n

}
为等差数列，并求数列 {an}和 {bn}的通项公式；

(2)若 cn =
(−1)

n−1
4 (n+ 1)

(3 + 2log2an) (3 + 2log2an+1)
，求数列 {cn}的前 2n项和；

(3)若 dn = an ·
√
bn，数列 {dn}的前 n项和为 Dn，对任意的 n ∈ N∗，都有 Dn ⩽ nSn − a，求实数 a的

取值范围．

20.已知函数 f (x) =
lnx
x

+ k的极大值为 1 + e
e
，其中 e = 2.71828 · · ·为自然对数的底数．

(1)求实数 k的值．

(2)若函数 g (x) = ex − a
x
，对任意 x ∈ (0,+∞)，g (x) ⩾ af (x)恒成立．

（ⅰ）求实数 a的取值范围；
（ⅱ）证明：x2f (x) > a sinx+ x2 − 1．



答案: 2021-05-14 — 参考答案
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10.
√
5
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√
3

13.1， 2
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14.9
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16.

(1) 由余弦定理，得 cosB =
a2 + c2 − b2

2ac
，cosC =

a2 + b2 − c2

2ab
， cosB

cosC
= − b

2a+ c
，整理得

a2 + c2 − b2

2ac
· 2ab
a2 + b2 − c2

= − b
2a+ c

．

整理得 a2 + c2 − b2 = −ac，
所以 cosB =

−ac
2ac

= − 1
2
．

因为 B 为三角形的内角，所以 B =
2
3
π．

(2) b2 = a2 + c2 − 2ac cosB = 22 + 32 − 2× 2× 3× cos
(
2
3
π
)
= 19，b =

√
19，

又由于 a
sinA

=
b

sinB
，得 sinA =

a
b
sinB =

√
3√
19
，

又因为 B =
2
3
π，A为锐角，

所以 cosA =
√
1− sin2 A =

4
√
19

19
，

sin 2A = 2 sinA cosA =
8
√
3

19
，cos 2A = cos2 A− sin2 A =

13
19
，

所以 sin (2A−B) = sin 2A cosB − cos 2A sinB = − 21
√
3

38
．

17.

(1) 取 AB 的中点 F，连接 DF，交 A1B 于点M，可知M 为 DF 的中点，
连接 EM，易知四边形 C1DME 为平行四边形，
所以 C1D∥ EM，
又 C1D ̸⊂平面 A1BE，EM ⊂平面 A1BE，
所以 C1D∥平面 A1BE．
(2) 分别以 CA，CB，CC1所在的直线为 x轴，y轴，z轴建立如图所示的空间直角坐标系，



可得 B (0, 2, 0)，C1 (0, 0, 2)，E (0, 0, 1)，A1 (2, 0, 2)，
则

−−→
BC1 = (0,−2, 2)，

−−→
EA1 = (2, 0, 1)，

−−→
EB = (0, 2,−1)，

设平面 A1BE 的法向量为 −→n = (x, y, z)，

则

−→n ·
−−→
EA1 = 0,

−→n ·
−−→
EB = 0,

即

2x+ z = 0,

2y − z = 0,

令 x = 1，可得 y = −1，z = −2，即 −→n = (1,−1,−2)，

所以 cos⟨
−−→
BC1,

−→n ⟩ =
−−→
BC1 · −→n

|
−−→
BC1| · |−→n |

= −
√
3
6
，

所以直线 BC1与平面 A1BE 所成角的正弦值为
√
3
6
．

(3) 假设在棱 CC1是存在一点 P，设 CP = a (0 < a < 2)，可得 P (0, 0, a)，
由 A (2, 0, 0)，B (0, 2, 0)，可得

−→
PA = (2, 0,−a)，

−−→
PB = (0, 2,−a)，

设平面 PAB 的法向量为 −→m = (x1, y1, z1)，

则

−→m ·
−→
PA = 0,

−→m ·
−−→
PB = 0,

即

2x1 − az = 0,

2y2 − az = 0,

令 z = 2，可得 x1 = a，y1 = a，
即 −→m = (a, a, 2)，
又由平面 A1BE 的一个法向量为 −→n = (1,−1,−2)，

所以 cos⟨−→m,−→n ⟩ =
−→m · −→n

|−→m| · |−→n |
=

−4√
a2 + a2 + 4 ·

√
6
，

因为平面 PAB 与平面 A1BE 所成二面角为 60◦，可得 4√
a2 + a2 + 4 ·

√
6

= cos 60◦ =
1
2
，

解得 a2 =
10
3
，此时 a =

√
30
3
，符合题意，

所以在棱 CC1上存在一点 P，使得平面 PAB 与平面 A1BE 所成二面角为 60◦，且 CP =

√
30
3
．

18.

(1) 由题意知 A2 (a, 0)，A1 (−a, 0)，B (0, b)，

则直线 A1B 的方程为 y =
b
a
x+ b，即 bx− ay + ab = 0，

所以点 A2到直线 A1B 的距离 d =
2ab√
a2 + b2

=
4
√
7b
7
，即 b2

a2
=

3
4
. · · · · · ·①

又椭圆 C 过点
(
2
√
3

3
,
√
2

)
，所以 4

3a2
+

2
b2

= 1. · · · · · ·②

联立①②，解得 a2 = 4，b2 = 3，故椭圆 C 的标准方程为 x2

4
+

y2

3
= 1．

(2) 由（1）知 A2 (2, 0)，直线 l的方程为 x = −2．
由题意知直线 A2P 的斜率存在且不为 0，
设直线 A2P 的方程为 x = my + 2 (m ̸= 0)，

联立

x = −2,

x = my + 2,
解得

x = −2,

y = − 4
m

,
即 P

(
−2,− 4

m

)
，Q

(
−2,

4
m

)
．

联立

x = my + 2 (m ̸= 0) ,

x2

4
+

y2

3
= 1,

消去 x整理得 (3m2 + 4) y2 + 12my = 0，

解得 y = 0或 y =
−12m
3m2 + 4

．



由点 D异于点 A2可得 D

(
−6m2 + 8
3m2 + 4

,
−12m
3m2 + 4

)
，

所以直线 DQ的方程为(
−12m
3m2 + 4

− 4
m

)
(x+ 2)−

(
−6m2 + 8
3m2 + 4

+ 2

)(
y − 4

m

)
= 0，

令 y = 0，得 xE =
−6m2 + 4
3m2 + 2

，

所以 |A2E| =
∣∣∣∣2− −6m2 + 4

3m2 + 2

∣∣∣∣ = 12m2

3m2 + 2
，

所以△PA2Q与△PEQ的面积之差为 S△PA2Q − S△PEQ = 2S△PA2E．

因为 2S△PA2E = 2× 1
2
· 12m2

3m2 + 2
·
∣∣∣ −4
m

∣∣∣ = 48|m|
3m2 + 2

=
48

3|m|+ 2
|m|

⩽ 4
√
6，

当且仅当m = ±
√
6
3
时取等号．

故当△PA2Q与△PEQ的面积之差取得最大值时，
直线 A2P 的方程为 3x+

√
6y − 6 = 0或 3x−

√
6y − 6 = 0．

19.

(1) Sn = 2an − 1 (n ∈ N∗)，n ⩾ 2时，an = Sn − Sn−1 = 2an − 1− (2an−1 − 1)，化为：an = 2an−1．
n = 1时，a1 = 2a1 − 1，解得 a1 = 1．
所以数列 {an}是等比数列，公比为 2，
所以 an = 2n−1，
数列 {bn}满足 nbn+1 − (n+ 1) bn = n (n+ 1) (n ∈ N∗)，

化为：
bn+1

n+ 1
− bn

n
= 1，且 b1 = 1，

所以数列
{
bn
n

}
为等差数列，公差为 1，首项为 b1

1
= 1，

所以 bn
n

= 1 + n− 1 = n，bn = n2．

(2)

cn = (−1)
n−1 4 (n+ 1)

(3 + 2log2an) (3 + 2log2an+1)

= (−1)
n−1 · 4 (n+ 1)

(2n+ 1) (2n+ 3)

= (−1)
n−1 ·

(
1

2n+ 1
+

1
2n+ 3

)
,

所以数列 {cn}的前 2n项和

T2n =
(
1
3
+

1
5

)
−
(
1
5
+

1
7

)
+
(
1
7
+

1
9

)
+ · · · · · · −

(
1

4n+ 1
+

1
4n+ 3

)
=

1
3
− 1

4n+ 3

=
4n

12n+ 9
.

(3) dn = an ·
√
bn = n · 2n−1，

数列 {dn}的前 n项和为 Dn = 1 + 2× 2 + 3× 22 + · · · · · ·+ n · 2n−1，
2Dn = 2 + 2× 22 + · · · · · ·+ (n− 1) · 2n−1 + n · 2n，
所以 −Dn = 1 + 2 + 22 + · · · · · ·+ 2n−1 − n · 2n =

2n − 1
2− 1

− n · 2n，

解得 Dn = (n− 1) · 2n + 1，
Sn = 2an − 1 = 2n − 1，
对任意的 n ∈ N∗，都有 Dn ⩽ nSn − a，
所以 a ⩽ n (2n − 1)− (n− 1) · 2n − 1 = 2n − n− 1，
令 dn = 2n − n− 1，则 dn+1 − dn = 2n+1 − (n+ 1)− 1− (2n − n− 1) = 2n − 1 > 0，
所以数列 {dn}单调递增，
所以 a ⩽ (dn)min = d1 = 0，
所以实数 a的取值范围是 (−∞, 0]．

20.

(1) f (x)的定义域为 (0,+∞)，



f ′ (x) =
1− lnx

x2
，

令 f ′ (x) > 0，解得：0 < x < e，
令 f ′ (x) < 0，解得：x > e，
所以当 x ∈ (0, e)，f (x)为增函数，当 x ∈ (e,+∞)，f (x)为减函数，
所以 x = e时，f (x)有极大值 f (e) =

1
e
+ b =

1 + e
e
，

所以 b = 1．
(2) （2）【解法一】

由（1）知，f (x) =
lnx
x

+ 1，

则 g (x) ⩾ af (x)，即 ex − a
x

⩾ a lnx
x

+ a对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，

所以 xex − a ⩾ a lnx+ ax对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
即 xex − a lnx− ax− a ⩾ 0对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
设 h (x) = xex − a lnx− ax− a，则 h (x) ⩾ 0对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
（ⅰ）若 a < 0，当 x ∈ (0, 1)时，
h (x) = xex − a lnx− ax− a < e− a lnx− 2a，
则 h

(
e

e
a−2

)
< e− a ln e

e
a−2 − 2a = 0，不合题意；

（ⅱ）若 a = 0，则 h (x) = xex ⩾ 0对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，符合题意；
（ⅲ）若 a > 0，则 h′ (x) = (x+ 1) ex − a

x
− a = (x+ 1)

(
ex − a

x

)
，

设 φ (x) = ex − a
x
，则 φ (x)在 (0,+∞)上为增函数，

因为 φ (a) = ea − 1 > 0，φ

(
a

a+ 3

)
= e

a
a+3 − a− 3 < 0，

所以 ∃x0 ∈
(

a
a+ 3

, a

)
，使 φ (x0) = ex0 − a

x0

= 0，

当 x ∈ (0, x0)时，φ (x) < 0，h′ (x) < 0，h (x)为减函数；
当 x ∈ (x0,+∞)时，φ (x) > 0，h′ (x) > 0，h (x)为增函数；
所以 h (x) ⩾ h (x0) = x0e

x0 − a lnx0 − ax0 − a，
因为 ex0 − a

x0

= 0，

所以 ex0 =
a
x0

，lnx0 = ln a− x0，

所以 h (x0) = x0
a
x0

− a (ln a− x0)− ax0 − a = −a ln a，

则 −a ln a ⩾ 0，即 ln a ⩽ 0，即 0 < a ⩽ 1；
综上 0 ⩽ a ⩽ 1．
【解法二】
由（1）知，f (x) =

lnx
x

+ 1，

则 g (x) ⩾ af (x)，即 ex − a
x

⩾ a lnx
x

+ a对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，

所以 xex − a ⩾ a lnx+ ax对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
即 a (1 + x+ lnx) ⩽ xex对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
设 h (x) = 1 + x+ lnx，
因为 h (x) = 1 + x+ lnx为单调递增函数，且 h

(
1
e

)
=

1
e

> 0，h
(

1
e2

)
=

1
e2

− 1 < 0，

所以 ∃x1 ∈
(

1
e2

,
1
e

)
，使得 h (x1) = 1 + x1 + lnx1 = 0，

当 x ∈ (0, x1)时，h (x) < 0，当 x ∈ (x1,+∞)时，h (x) > 0，
①当 x = x1时，1 + x+ lnx = 0时，0 ⩽ xex对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
所以 a ∈ R；
当 x ̸= x1时，即 1 + x+ lnx ̸= 0时，设 φ (x) =

xex

1 + x+ lnx
，

则



φ′ (x) =
(x+ 1) ex (1 + x+ lnx)− xex

(
1 +

1
x

)
(1 + x+ lnx)

2

=
(x+ 1) ex (1 + x+ lnx)− ex (x+ 1)

(1 + x+ lnx)
2

=
(x+ 1) ex (lnx+ x)

(1 + x+ lnx)
2 .

设 p (x) = lnx+ x，
因为 p (x) = lnx+ x为单调递增函数，且 p

(
1
e

)
=

1
e
− 1 < 0，p (1) = 1 > 0，

所以 ∃x2 ∈
(
1
e
, 1
)
，使得 p (x2) = lnx2 + x2 = 0，

当 x ∈ (0, x2)时，p (x) < 0，φ′ (x) < 0，φ (x)是减函数，
当 x ∈ (x2,+∞)时，p (x) > 0，φ′ (x) > 0，φ (x)是增函数，
所以 φ (x)min = φ (x2) =

x2e
x2

1 + x2 + lnx2

= x2e
x2，

又因为 lnx2 + x2 = 0，
所以 x2e

x2 = ex2+ln x2 = e0 = 1，
所以 φ (x)min = φ (x2) = 1，

②当 1 + x+ lnx > 0时，a ⩽ xex

1 + x+ lnx
对 ∀x ∈ (x1,+∞)恒成立，

因为 φ (x)在 (x1, x2)上是减函数，在 (x2,+∞)上是增函数，
所以 a ⩽ φ (x2) = 1；
③当 1 + x+ lnx < 0时，a ⩾ xex

1 + x+ lnx
对 ∀x ∈ (0, x1)恒成立，

所以 φ (x)在 (0, x1)上是减函数，
因为 φ (0) = lim

x→0

xex

1 + x+ lnx
，

所以 a ⩾ φ (0) = 0；
综上 0 ⩽ a ⩽ 1．
【解法三】
由（1）知，f (x) =

lnx
x

+ 1，

则 g (x) ⩾ af (x)，即 ex − a
x

⩾ a lnx
x

+ a对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，

所以 xex − a ⩾ a lnx+ ax对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
即 xex − a lnx− ax− a ⩾ 0对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
设 h (x) = xex − a lnx− ax− a，则 h (x) ⩾ 0对 ∀x ∈ (0,+∞)恒成立，
h (x) = eln xex − a lnx− ax− a = eln x+x − a (lnx+ x)− a，
设 lnx+ x = t，t ∈ R，
原问题转化为：φ (t) = et − at− a ⩾ 0对 ∀t ∈ R恒成立，
（ⅰ）若 a < 0，当 t ∈ (−∞, 0)时，
φ (t) = et − at− a < 1− at− a，
则 h

(
1
a

− 1
)
< 1− a

(
1
a

− 1
)
− a = 0，不合题意；

（ⅱ）若 a = 0，则 φ (t) = et ⩾ 0对 ∀t ∈ R恒成立，符合题意；
（ⅲ）若 a > 0，则 φ′ (t) = et − a，
令 φ′ (t) > 0，t > ln a，令 φ′ (t) < 0，t < ln a，
所以当 t ∈ (−∞, ln a)时，φ (t)为减函数，
当 t ∈ (ln a,+∞)时，φ (t)为增函数，
所以 φ (t) ⩾ φ (ln a) = eln a − a ln a− a = −a ln a ⩾ 0，
即 ln a ⩽ 0，即 0 < a ⩽ 1；
综上 0 ⩽ a ⩽ 1．
（3）要证 x2f (x) > a sinx+ x2 − 1，

只需证 x2
(
lnx
x

+ 1
)
> a sinx+ x2 − 1，

即 x lnx+ x2 > a sinx+ x2 − 1，即 x lnx+ 1 > a sinx，
只需证 lnx+

1
x

>
a sinx

x
，



设 F (x) = lnx+
1
x
，G (x) = x− sinx，

因为 F ′ (x) =
1
x

− 1
x2

=
x− 1
x2
，

所以 F (x)在 (0, 1)上单调递减，在 (1,+∞)上单调递增，
所以 F (x) ⩾ F (1) = 1．
因为 G′ (x) = 1− cosx ⩾ 0恒成立，
所以 G (x)在 (0,+∞)上单调递增，

所以 G (x) > G (0) = 0，则 x > sinx，即 sinx
x

< 1，

由（2）可知，0 ⩽ a ⩽ 1，所以 a sinx
x

< 1；

所以 F (x) >
a sinx

x
，即 lnx+

1
x

>
a sinx

x
，得证．


