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南京市 2021 届高三年级第三次模拟考试 

数学参考答案及评分标准 

一、单项选择题：本大题共 8小题，每小题 5分，共 40分．在每小题给出的四个选项中，只有一项是符

合题目要求的． 

    1．D 2．A 3．C 4．B 5．D 6．B 7．C 8．A 

二、多项选择题：本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分．在每小题给出的四个选项中，有多项符合题

目要求．全部选对的得 5分，部分选对的得 2分，有选错的得 0分． 

9．BCD   10．AC   11．ACD   12．BD 

三、填空题：本大题共 4小题，每小题 5分，共 20分． 

13．270  14．x2－
y2

4
＝1(答案不唯一)     15．80 3，(40＋8 5)π   16． 

π2

4
 

四、解答题：本大题共 6小题，共 70分． 

17．(本题满分 10 分) 

解：(1)在△ACD 中，由正弦定理，得
AC

sin∠ADC
＝

CD

sin∠CAD
， 

所以 sin∠CAD＝
CDsin∠ADC

AC
＝

2×sin
2π
3

3
＝

3
3
． ·········································· 2分 

因为 0＜∠CAD＜
π
3
， 

因此 cos∠CAD＝ 1－sin2∠CAD＝ 1－(
3

3
)2＝

6
3
． ································· 4分 

(2)方法 1 

设 AE＝CE＝x，∠AEB＝α． 

在△ABE 中，8＋x2－4 2xcosα＝16．① 

在△BCE 中，8＋x2－4 2xcos(π－α)＝4，即 8＋x2＋4 2xcosα＝4．② ·············· 6分 

①②相加，解得 x＝ 2 ，即 AE＝CE＝ 2． ··············································· 8分 

将 x＝ 2 代入①，解得 cosα＝－
3
4
． 

因为 0＜α＜π，所以 sinα＝ 1－cos2α＝
7

4
， 

所以△ABC 的面积 S△ABC＝2S△ABE＝2×
1
2
AE×BE×sinα 

＝2×(
1
2
× 2×2 2×

7
4

)＝ 7． ······························ 10分 

方法 2 

因为 AE＝CE，所以
→
BE＝

1
2
(
→
BA＋

→
BC )， 
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两边平方得 4
→
BE 2＝

→
BA 2＋

→
BC 2＋2|

→
BA|·|

→
BC|cos∠ABC， 

即 32＝16＋4＋2×4×2cos∠ABC， 

得 cos∠ABC＝
3
4
，又 0＜∠ABC＜π， 

所以 sin∠ABC＝ 1－cos2∠ABC＝
7

4
． ····················································· 8分 

所以△ABC 的面积 S△ABC＝
1
2
AB·BC·sin∠ABC＝

1
2
×4×2×

7
4
＝ 7． ················ 10分 

 

18．(本题满分 12 分) 

解：(1)设数列{an}的公差为 d， 

因为 a1＋3，a3，a4成等差数列，所以 2a3＝a1＋3＋a4，即 2(a1＋2d)＝a1＋3＋a1＋3d， 

解得 d＝3，  ························································································ 2 分 

因为 a1，a3，a8 成等比数列，所以 a3
2＝a1a8，即(a1＋6)2＝a1(a1＋21)， 

解得 a1＝4，  ······················································································· 4 分 

所以 an＝4＋3(n－1)＝3n＋1． ································································· 5 分 

 (2)因为 bn＞0，所以{Sn}是单调递增数列． ················································· 6 分 

因为 ak＋1 前的所有项的项数为 k＋21＋22＋…＋2k＝k＋2k＋1－2， 

所以 Sk＋2k＋1－2＝(a1＋a2＋…＋ak)＋2(21＋22＋…＋2k) 

＝
k(4＋3k＋1)

2
＋2×

2(1－2k)

1－2
＝

3k2＋5k
2

＋2k＋2－4．···················· 8 分 

当 k＝6 时，S132＝321＜500；当 k＝7 时，S261＝599＞500． ·························· 10 分 

令 S132＋a7＋2(n－133)＜500，即 321＋22＋2(n－133)＜500，解得 n＜211.5． 

所以满足 Sn＜500 的 n 的最大值为 211． ··················································· 12 分 

 

19.解：(1)取 AD 中点 O，连接 CO，OE． 

在梯形 ABCD 中，因为 AD∥BC，AD＝2BC， 

所以四边形 ABCO 为平行四边形，所以 CO∥AB， 

所以∠OCE 即为异面直线 AB 与 CE 所成的角或补角． ·································· 2 分 

在等边△PAD 中，因为 E 为 PD 的中点，所以 OE＝
1
2
PA＝

1
2
AD＝2． 

在△OCE 中，OC＝AB＝2，即 OE＝OC＝2， 

所以∠OCE 为锐角，从而∠OCE＝∠OEC＝45°， 

所以∠COE＝90°，即 OC⊥OE． ··························································· 4 分 

因为∠ABC＝90º，所以四边形 ABCO 为矩形，所以 OC⊥AD． 

又 AD∩OE＝O，AD，OE平面 PAD，所以 OC⊥平面 PAD． 

又因为 OC平面 ABCD，所以平面 PAD⊥平面 ABCD．  ······························· 6 分 
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(2)连接 PO，在等边△PAD 中，因为 O 为 AD 中点，所以 PO⊥AD． 

由(1)得 OC⊥平面 PAD，PO平面 PAD，所以 OC⊥PO． 

以 O 为原点，OC，OD，OP 所在直线分别为 x，y，z 轴， 

建立如图所示的空间直角坐标系 O－xyz， 

则 A(0，－2，0)，C(2，0，0)，D(0，2，0)，B(2，－2，0)，   

P(0，0，2 3)， 

故
→
AP＝(0，2，2 3)，

→
AB＝(2，0，0)，

→
PD＝(0，2，－2 3)， 

→
CD＝(－2，2，0)．  

设平面 PAB 的法向量为 m＝(x，y，z)，由


m·

→
AP＝2y＋2 3z＝0，

m·
→
AB＝2x＝0，

 

不妨取 z＝1，得 m＝(0，－ 3，1)．  ······················································· 8 分 

设平面 PCD 的法向量为 n＝(x，y，z)，由


n·
→
PD＝2y－2 3z＝0，

n·
→
CD＝－2x＋2y＝0，

 

不妨取 z＝1，得 n＝( 3， 3，1)．  ························································ 10 分 

所以 cos＜m，n＞＝
m·n

|m|·|n|
＝－

7
7
． 

所以平面 PAB 与平面 PCD 的所成角的正弦值为
42
7

．  ··························· 12 分 

 

20．(本小题满分 12 分) 

解：(1)① x－＝55×0.1＋65×0.2＋75×0.45＋85×0.2＋95×0.05＝74． ··················· 2 分 

②由(1)得 μ＝ x－＝74，所以 X~N(74，100)， 

得 P(54＜X＜94)≈0.9545，P(64＜X＜84)≈0.6827，  ······························ 4 分 

所以 P(54＜X＜64)＝
0.9545－0.6827

2
＝0.1359． ······································ 6 分 

(2)记“该同学每局获胜”为事件 A，则 P(A)＝(0.02＋0.005)×10＝
1
4
．  ············ 7 分 

Y 的可能取值为 3，4，5, 

P(Y＝3)＝(
1
4
)3＋(

3
4
)3＝

7
16
，  ····································································· 8 分 

P(Y＝4)＝C
2
3×(

1
4
)2×

3
4
×

1
4
＋C

2
3×(

3
4
)2×

1
4
×

3
4
＝

45
128

，  ······································ 9 分 

P(Y＝5)＝C
2
4×(

1
4
)2×(

3
4
)2×

1
4
＋C

2
4×(

3
4
)2×(

1
4
)2×

3
4
＝

27
128

．  ······························· 10 分 

因此 E(Y)＝3×
7
16

＋4×
45

128
＋5×

27
128

＝
483
128

．  ············································· 12 分 
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O 

z 

x 
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21．(本题满分 12 分) 

解：(1)设 A(x1，y1)，则 AP2＝(x1－4)2＋y1
2＝x1

2－8x1＋16＋4x1＝x1
2－4x1＋16， ······· 2 分 

当 x1＝2 时，(AP2)min＝12，故 AP 长度的最小值为 2 3．  ····························· 4 分 

(2)由 l 不与 x 轴重合，故可设直线 l：x＝my＋t，A(x1，y1)，B(x2，y2)， 

联立


x＝my＋t，

y2＝4x，
得 y2－4my－4t＝0， 

所以 y1＋y2＝4m，y1y2＝－4t．  ······························································· 6 分 

以 AB 为直径的圆方程为(x－x1)(x－x2)＋(y－y1)(y－y2)＝0， 

令 y＝0，得(x－x1)(x－x2)＋y1y2＝0，即 x2－(x1＋x2)x＋x1x2＋y1y2＝0． 

设 M(x3，y3)，N(x4，y4)． 

则 x3x4＝x1x2＋y1y2．  ············································································· 8 分 

于是
→
OM·

→
ON＝x3x4＝x1x2＋y1y2＝

y1
2y2

2

16
＋y1y2＝t2－4t．  ································· 10 分 

令 t2－4t＝－4，解得 t＝2，此时 Δ＝16(m2＋2)＞0， 

所以存在 t＝2，使得
→
OM·

→
ON＝－4．  ······················································· 12 分 

 

22．(本题满分 12 分) 

(1)解：因为 f (x)＝
a－ex

x
＋alnx，x＞0，所以 f '(x)＝－

(x－1)(ex－a)
x2 ．  ···················· 1 分 

①当 a≤1 时，令 f '(x)＜0，得 x＞1；令 f '(x)＞0，得 0＜x＜1．  ················· 2 分 

②当 1＜a＜e 时，令 f '(x)＜0，得 0＜x＜lna 或 x＞1；令 f '(x)＞0，得 lna＜x＜1． 

  ····································································································· 3 分 

因此，当 a≤1 时，f (x)的减区间为(1，＋∞)，增区间为(0，1)； 

当 1＜a＜e 时，f (x)的减区间为(0，lna)和(1，＋∞)，增区间为(lna，1)． 

 ····························································································· 4 分 

(2) 证明：当 a＞e 时，令 f '(x)＜0，得 0＜x＜1 或 x＞lna；令 f '(x)＞0，得 1＜x＜lna．  

所以 f (x)的减区间为(0，1)和(lna，＋∞)；增区间为(1，lna)，  ···················· 6 分 

所以当 x∈(0，lna]时，f (x)≥f (1)＝a－e＞0，此时 f (x)无零点．  ·················· 7 分 

方法 1 

下面证明：当 x＞0 时，ex＞
x3

3
． 

设 g(x)＝ex－
x3

3
，x＞0，则 g'(x)＝ex－x2，g'' (x)＝ex－2x，g''' (x)＝ex－2． 

当 x∈(0，ln2)，g''' (x)＜0，所以 g'' (x)单调递减； 

当 x∈(ln2，＋∞)，g''' (x)＞0，所以 g'' (x)单调递增； 

因此 g'' (x)≥g'' (ln2)＝2－2ln2＞0，故 g'(x)在(0，＋∞)上单调递增． 

因此 g'(x)＞g'(0)＝1＞0，故 g(x)在(0，＋∞)上单调递增． 
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所以 g(x)＞g(0)＝1＞0，即不等式 ex＞
x3

3
(x＞0)得证．  ································ 9 分 

由于 x＞0 时，由 g'' (x)＞0，知 ex＞2x＞x，故 ln ex＞lnx，即 lnx＜x． ············ 10 分 

因此，当 x＞lna＞1 时，f (x)＝
a－ex

x
＋alnx＜

a－
1
3
x3

x
＋ax＝－

1
3
x2＋ax＋

a
x
＜－

1
3
x2＋ax＋a， 

令－
1
3

x2＋ax＋a＝0，得 x＝
3a＋ 9a2＋12a

2
＝a＋

a＋ 9a2＋12a
2

＞lna， 

取 x0＝
3a＋ 9a2＋12a

2
，则 f (x0)＜0． 

又 f (lna)＞f (1)＞0，且函数 f (x)在[lna，＋∞)上单调递减，f(x)的图象不间断， 

故当 x∈[lna，＋∞)时，f (x)有且仅有 1 个零点． 

综上，当 a＞e 时，函数 f (x)有且仅有 1 个零点．  ···································· 12 分 

方法 2 

先证明：ex≥
e3x3

27
(x＞0)． 

令 g(x)＝ex－ex，x＞0，因为 g'(x)＝ex－e， 

所以 g(x)在(0，1)上递减，在(1，＋∞)上递增，所以 g(x)min＝g(1)＝0， 

所以 g(x)＝ex－ex≥0，即 ex≥ex，当且仅当 x＝1 时取等号． 

将 x 换作
x
3
，得 e

x
3≥e·

x
3
，即证得 ex≥

e3

27
x3． ··············································· 9 分 

再证明：当 x＞0 时，lnx≤x－1． 

令 h(x)＝lnx－x＋1，x＞0，h'(x)＝
1
x
－1， 

所以当 x∈(0，1)时，h'(x)＞0，所以 h(x)在(0，1)上递增， 

当 x∈(1，＋∞)时，h'(x)＜0，所以 h(x)在(1，＋∞)上递减， 

所以 h(x)max＝h(1)＝0，故 h(x)＝lnx－x＋1≤0， 

即证得当 x＞0 时，lnx≤x－1，当且仅当 x＝1 时取等号． ·························· 10 分 

当 x＞1 时，有 f(x)＝
a－ex

x
＋alnx＝

a(xlnx＋1)－ex

x
＜

a[x(x－1)＋x]－
e3x3

27

x
＝

ax2－
e3x3

27

x
， 

令 ax2－
e3x3

27
＝0，解得 x＝

27a
e3 ，所以 f(

27a
e3 )＜0． 

又 f (lna)＞f (1)＞0，且 lna＜a－1＜a＜
27a
e3 ，f (x)在[lna，＋∞)上单调递减，f(x)的图象不间断， 

所以 f(x)在[lna，＋∞)上有且仅有 1 个零点． 

综上，当 a＞e 时，函数 f (x)有且仅有 1 个零点． ······································ 12 分 


