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第⼀章 基础篇

1.1 算两次

1.1.1 阿⻉尔求和

例题 1.1.1

证明：(排序不等式) 若两组实数 a1, a2, · · · , an 及 b1, b2, · · · , bn 满⾜

a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an, b1 ⩽ b2 ⩽ · · · ⩽ bn,

则

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1 ⩽ a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin ⩽ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

其中 i1, i2, · · · , in 是 1, 2, · · · , n 的⼀个排列．

解 注意利用 Abel 恒等式．

例题 1.1.2

(2015 年 3 ⽉北京市部分学校⾼三联考) 设 n 为给定的不⼩于 5 的正整数，考察 n 个不同的正整数

a1, a2, a3, · · · , an 构成的集合 P = {a1, a2, a3, · · · , an}，若集合 P 的任何两个不同的⾮空⼦集所含元

素的总和均不相等，则称集合 P 为“差异集合”．

(1) 分别判断集合 A = {1, 3, 8, 13, 23}，集合 B = {1, 2, 4, 8, 16} 是否是“差异集合”(只需写出结论)；

(2) 设集合 P = {a1, a2, a3, · · · , an} 是“差异集合”，记 bi = ai − 2i−1 ( i = 1, 2, · · · , n )，求证：数列

{bi} 的前 k 项和 Dk ⩾ 0 ( k = 1, 2, · · · , n )；

(3) 设集合 P = {a1, a2, a3, · · · , an} 是“差异集合”，求 1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+ · · ·+ 1

an
的最⼤值．

解 (1) 根据“差异集合”的定义，集合 A 不是“差异集合”(因为 1 + 23 = 3 + 8 + 13 )，⽽集合 B 是“差异集

合”(因为 B =
{
00001(2), 00010(2), 00100(2), 01000(2), 10000(2)

}
)．

(2) 由集合 P 是“差异集合”知： {a1, a2, · · · , ak} 的 2k − 1 个非空⼦集元素和为互不相等的 2k − 1 个正

5



6 北京⾼考创新⼤题专项突破 1.1 算两次

整数，于是 a1 + a2 + · · ·+ ak ⩾ 2k − 1，所以

Dk =
(
a1 − 20

)
+

(
a2 − 21

)
+
(
ak − 2k−1

)
= (a1 + a2 + · · ·+ ak)−

(
2k − 1

)
⩾ 0.

(3) 1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+ · · ·+ 1

an
的最⼤值为 1 +

1

2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2n−1
，证明如下：

不妨设 a1 < a2 < · · · < an ．考虑两者之差

n∑
i=1

1

2i−1
−

n∑
i=1

1

ai
=

a1 − 1

a1
+

a2 − 2

2a2
+

a3 − 22

22 · a3
+ · · ·+ an − 2n−1

2n−1 · an

=
b1
a1

+
b2
2a2

+
b3

22 · a3
+ · · ·+ bn

2n−1 · an

=
D1

a1
+

D2 −D1

2a2
+

D3 −D2

22 · a3
+ · · ·+ Dn −Dn−1

2n−1 · an

= D1 ·
Å

1

a1
− 1

2a2

ã
+D2 ·

Å
1

2a2
− 1

22a3

ã
+ · · ·+Dn−1 ·

Å
1

2n−2an−1
− 1

2n−1an

ã
+

Dn

2n−1an

⩾ 0,

等号当 ai = 2i−1, i = 1, 2, 3, · · · , n 时取得．因此
1

a1
+

1

a2
+

1

a3
+ · · ·+ 1

an
的最⼤值为

n∑
i=1

1

2i−1
= 1− 1

2n−1
．

注 思路来自于 Abel 求和公式
n∑

i=1

ai · bi =
n∑

i=1

S (ai) ·∆(bi),

其中

S (ai) = a1 + a2 + · · ·+ ai,∆(bi) = bi − bi+1(i = 1, 2, · · · , n),

补充定义 bn+1 = 0，这是级数不等式放缩的重要恒等式．

1.1.2 按⾏按列求和

例题 1.1.3

(2015 年西城⼆模) ⽆穷数列 P : a1, a2, · · · , an, · · · 满⾜ ai ∈ N∗ ，且 ai ⩽ ai+1(i ∈ N∗)．对于数列

P ，记 Tk(P ) = min {n|an ⩾ k}(k ∈ N∗)，其中 min {n|an ⩾ k} 表⽰集合 {n|an ⩾ k} 中最⼩的数．

(1) 若数列 P : 1, 3, 4, 7, · · · ，写出 T1(P ), T2(P ), T3(P ), T4(P ), T5(P ) 的值；

(2) 若 Tk(P ) = 2k − 1，求数列 P 前 n 项的和；

(3) 已知 a20 = 46，求 s = a1 + a2 + · · ·+ a20 + T1(P ) + T2(P ) + · · ·+ T46(P ) 的值．

解 (1) T1(P ) = 1, T2(P ) = 2, T3(P ) = 2, T4(P ) = 3, T5(P ) = 4.

(2) Sn =


(n+ 1)2

4
, n为奇数,

n2 + 2n

4
, n为偶数.

(3) ⼀般的， s = a1 + a2 + · · ·+ an + T1(P ) + T2(P ) + · · ·+ Tan(P ) = (n+ 1)an .

所以当 a20 = 46 时， s = (20 + 1)× 46 = 966.
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事实上，设数列 P 中有 mi 个 i，其中 i = 1, 2, · · · , 46，则

46∑
i=1

mi = 20,
46∑
i=1

(imi) = a1 + a2 + · · ·+ a20.

于是

a1 + a2 + · · ·+ a20 + T1(P ) + T2(P ) + · · ·+ T46(P )

= (a1 + a2 + · · ·+ a20) + 1 + (m1 + 1) + · · ·+ (m1 +m2 + · · ·+m45 + 1)

=
46∑
i=1

imi + 46 + 45m1 + 44m2 + · · ·+ 2m44 +m45

=
46∑
i=1

[(i+ 46− i)mi] + 46

= 46
46∑
i=1

mi + 46

= 46× 20 + 46

= 966.

⼏何解释如下：

以 P : 1, 3, 4, 5, · · · , 45, 46 为例，将 ai ( i = 1, 2, · · · , 20 ) 用红⾊格⼦的数目表示，如图．那么 Tj(P ) ( j =

1, 2, · · · , 46 ) 的⼏何意义是⾼度小于 j 的红⾊柱⼦的数目 (将表示数列中的项的若⼲红⾊格⼦看成红⾊柱

⼦)，也就是从下往上第 j ⾏的蓝⾊格⼦数．

1

2

3

4

5

1 2 3 4

45

46

19 20

这样就可以得到 a1+a2+ · · ·+a19+a20 的⼏何意义为图中所有的红⾊格⼦按列从左向右求和，⽽ T1(P )+

T2(P ) + · · ·+ T45(P ) + T46(P ) 的⼏何意义为图中所有的蓝⾊格⼦按⾏从下向上求和，因此所求的和式值为

(1 + 20)× 46 = 966．
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例题 1.1.4

已知 n 为正整数， Sn = {(a1, a2, · · · , a2n) | ai ∈ {0, 1}, 1 ⩽ i ⩽ 2n}，对 Sn 中任意两个元素 a =

(a1, a2, · · · , a2n) 和 b = (b1, b2, · · · , b2n)，令 d(a, b) =
2n∑
i=1

|ai − bi|．若 A ⊆ Sn ，满⾜对 A 中任何

两个不同的元素 a 和 b，都有 d(a, b) ⩾ 2n−1 ，则称 A 为 Sn 的好⼦集．

(1) 试写出 S2 的⼀个好⼦集 M ，使 M 中的任何两个不同的元素 a 和 b，都有 d(a, b) = 2，且 M

的元素个数为 4；

(2) 试写出 S2 的⼀个好⼦集 N ，使 N 中任何两个不同的元素 a 和 b，都有 d(a, b) ⩾ 2，且 N

的元素个数为 8；

(3) 试求 Sn 的好⼦集 A 的元素个数 |A| 的最⼤值．

解 (1) 简记为 {0000, 0011, 0101, 0110}；

(2) 简记为 {0000, 0011, 0101, 0110, 1111, 1100, 1010, 1001}；

(3) 约定：对于 a = (a1, a2, · · · , a2n) 和 b = (b1, b2, · · · , b2n)，记

a = (1− a1, 1− a2, · · · , 1− a2n), ab = (a1, a2, · · · , a2n , b1, b2, · · · , b2n)

对于集合 A = {a1, a2, a3, · · · , an}, d(A) =
n∑

i,j=1,,i̸=j
d(ai, aj)．

1◦ 首先对于 Sn ，我们构造满⾜ |An| = 2n+1 的好⼦集 An ，这里用到归纳构造．

对于 S1 ，很容易写出

A1 = {(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1)}

符合条件．

现在证明，如果对于 SK ，若已经有好⼦集 Ak ，且 |Ak| = 2k+1 ，那么可以构造好⼦集 Ak+1 ，且 |Ak+1| =

2k+2 ；

对集合 Ak 中的每个元素 a 改写成 aa (记为重型) 和 aa (记为补型)，就得到集合 Ak+1 ．

例如：

A2 = {(0, 0, 0, 0), (0, 0, 1, 1), (0, 1, 0, 1), (0, 1, 1, 0), · · · , (1, 1, 1, 1), (1, 1, 0, 0)}

接下来证明 Ak+1 是好⼦集．

在 Ak+1 中的任取两个元素，若它们为 Ak 中同⼀元素⽣成的，那么显然 d(aa, aa) = 2k ；

若它们不是 Ak 中同⼀元素⽣成的：

如果它们都是重型，设为 aa， bb，则

d(aa, bb) = 2d(a, b) ⩾ 2k,

如果它们都为补型，设为 aa， bb，则

d(aa, bb) = d(a, b) + d(a, b) = 2d(a, b) ⩾ 2k,
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如果它们分别为重型和补型，设为 aa, bb，则

d(aa, bb) = d(a, b) + d(a, b) = 2k.

综上 Ak+1 是好⼦集．

2◦ 接下来证明对于 Sn ，不存在好⼦集 An 且 |An| > 2n+1 ，这里用反证法．

假设对于 Sn ，存在好⼦集 An 且 |An| > 2n+1 ，那么

|An| ⩾ 2n+1 + 1.

于是根据抽屉原理，An 中⾄少存在 2n + 1 个元素，它们的第 1 位都是相同的．

设 2n + 1 个第 1 位相同的元素组成集合 B ，由于 B ⊆ An ，所以 B 是好⼦集．

现在用两种⽅式计算 d(B)，

⽅式⼀：按 d(B) 的定义，将元素之间的差异进⾏求和，有

d(B) ⩾ C2
2n+1 · 2n−1 =

2n · (2n + 1)

2
· 2n−1 =

22n · (2n + 1)

4
.

⽅式⼆：计算所有元素在某⼀位的差异进⾏求和．

假设 B 中的所有元素在第 k 位 ( k ⩾ 2 ) 上有 x 个 0， y 个 1，那么所有元素在第 k 位上的差异为

x · y ⩽
(x+ y

x

)2

=

Å
2n + 1

2

ã2
.

于是

d(B) ⩽ (2n − 1) ·
Å
2n + 1

2

ã2
=

(2n + 1) · (22n − 1)

4
.

这样就推出了⽭盾．

因此对于 Sn ，不存在好⼦集 An 且 |An| > 2n+1 ．

综合 1◦2◦ ， Sn 的好⼦集 A 的元素个数 |A| 的最⼤值为 2n+1 ．

1.1.3 课后习题

习题 1.1.1 (2010 年北京) 已知集合 Sn = {X|X = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n}(n ⩾ 2)．对

于 A = (a1, a2, · · · , an), B = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Sn ，定义 A 与 B 的差为

A−B = (|a1 − b1|, |a2 − b2|, · · · , |an − bn|) ;

A 与 B 之间的距离为 d(A,B) =
n∑

i=1
|ai − bi|．

(1) 证明： ∀A,B,C ∈ Sn ，有 A−B ∈ Sn ，且 d(A− C,B − C) = d(A,B)；

(2) 证明： ∀A,B,C ∈ Sn ， d(A,B), d(A,C), d(B,C) 三个数中⾄少有⼀个是偶数；

(3) 设 P ⊆ Sn ，P 中有 m(m ⩾ 2) 个元素，记 P 中所有两元素间距离的平均值为 d(P )．证明：d(P ) ⩽
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mn

2(m− 1)
．

解 (3) d(P ) =
1

C2
m

∑
A,B∈P

d(A,B)，其中
∑

A,B∈P
d(A,B) 表示 P 中所有两个元素间距离的总和．设 P 中

所有元素的第 i 个位置的数字中共有 ti 个 1，m− ti 个 0，则

∑
A,B∈P

d(A,B) =
n∑

i=1

ti(m− ti).

由于 ti(m− ti) ⩽
m2

4
(i = 1, 2, · · · , n)，所以

∑
A,B∈P

d(A,B) ⩽ nm2

4
.

从⽽

d(P ) =
1

C2
m

∑
A,B∈P

d(A,B) ⩽ nm2

4C2
m

=
mn

2(m− 1)
.

习题 1.1.2 (2014 年西城⼆模) 在⽆穷数列 {an} 中，a1 = 1，对于任意 n ∈ N∗ ，都有 an ∈ N∗ ，an < an+1 ．

设 m ∈ N∗ ，记使得 an ⩽ m 成⽴的 n 的最⼤值为 bm ．

(1) 设数列 {an} 为 1, 3, 5, 7, · · · ，写出 b1, b2, b3 的值；

(2) 若 {bn} 为等差数列，求出所有可能的数列 {an}；

(3) 设 ap = q ， a1 + a2 + · · ·+ ap = A，求 b1 + b2 + · · ·+ bq 的值 (⽤ p, q, A 表⽰)．

解 (1) b1 = 1, b2 = 1, b3 = 2．

(2) an = n．

(3) b1 + b2 + · · ·+ bq = p(q + 1)−A．

习题 1.1.3 (2011 年东城⼀模理) 对于 n ∈ N ∗ (n ⩾ 2)，定义⼀个如下数阵：

Ann =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · · · · · · · · · · ·

an1 an2 · · · ann


其中对任意的 1 ⩽ i ⩽ n， 1 ⩽ j ⩽ n，当 i 能整除 j 时， aij = 1；当 i 不能整除 j 时， aij = 0．设

t (j) =
n∑

i=1
aij = a1j + a2j + · · ·+ anj ．

(1) 当 n = 6 时，试写出数阵 A66 并计算
6∑

j=1
t (j)；

(2) 若 [x] 表⽰不超过 x 的最⼤整数，求证：
n∑

j=1
t (j) =

n∑
i=1

[ n

i

]
；

(3) 若 f (n) =
1

n

n∑
j=1

t (j)， g (n) =
∫ n

1

1

x
dx，求证： g (n)− 1 < f (n) < g (n) + 1．
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解 (1) 依题意可得，

A66 =



1 1 1 1 1 1

0 1 0 1 0 1

0 0 1 0 0 1

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 1


所以

6∑
j=1

t (j) = 1 + 2 + 2 + 3 + 2 + 4 = 14.

(2) 由题意可知， t (j) 是数阵 Ann 的第 j 列的和，因此
n∑

j=1
t (j) 是数阵 Ann 所有数的和．⽽数阵 Ann

所有数的和也可以考虑按⾏相加．对任意的 1 ⩽ i ⩽ n，不超过 n 的倍数有 1i，2i，…，
[n
i

]
i．因此数阵

Ann 的第 i ⾏中有
[n
i

]
个 1，其余是 0，即第 i ⾏的和为

[n
i

]
．所以

n∑
j=1

t (j) =
n∑

i=1

[ n

i

]
.

(3) 原不等式 ⇔ f(n)− 1 < g(n) < f(n) + 1．

由 [x] 的定义可知，
n

i
− 1 <

[n
i

]
⩽ n

i
,

所以
n∑

i=1

n

i
− n <

n∑
i=1

[n
i

]
⩽

n∑
i=1

n

i
.

从⽽
n∑

i=1

1

i
− 1 < f (n) ⩽

n∑
i=1

1

i
.

考查定积分
∫ n

1

1

x
dx，将区间 [1, n] 按照整点等分，则

n∑
i=2

1

i
<

∫ n

1

1

x
dx <

n−1∑
i=1

1

i
.

于是

f(n)− 1
n∑

i=1

1

i
− 1 < g (n) <

n∑
i=1

1

i
< f(n) + 1.

综上，原命题得证．

习题 1.1.4 (2011 年海淀⼀模) 已知每项均是正整数的数列 A : a1, a2, a3, · · · , an ，其中等于 i 的项有 ki 个

( i = 1, 2, 3, · · · )，设 bj = k1+k2+ · · ·+kj(j = 1, 2, 3, · · · )，g(m) = b1+b2+ · · ·+bm−nm(m = 1, 2, 3, · · · )．

(1) 设数列 A : 1, 2, 1, 4，求 g(1), g(2), g(3), g(4), g(5)；
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(2) 若数列 A 满⾜ a1 + a2 + · · ·+ an − n = 100，求函数 g(m) 的最⼩值．

解 (1) A : 1, 2, 1, 4

i ki bi b1 + b2 + · · ·+ bi g(i)

1 2 2 2 −2

2 1 3 5 −3

3 0 3 8 −4

4 1 4 12 −4

5 0 4 16 −4

6 0 4 20 −4

· · · · · · · · · · · · · · ·

(2) 记 cm = g(m)，则

∆cm = cm+1 − cm = g(m+ 1)− g(m) = bm+1 − n.

根据数列 {bm} 的定义，记 max(a1, a2, · · · , an) = N ，则

当 m < N 时， bm ⩽ n；当 m ⩾ N 时， bm = n．

于是当 m+ 1 < N 时，∆cm ⩽ 0；当 m+ 1 ⩾ N 时，∆cm = 0．

这就意味着从第 N 项起 cm 是常数列，且该数列就是数列 {cm} 的最小值．

[g(m)]min = g(N) = b1 + b2 + · · ·+ bN −N · n

= −[(n− b1) + (n− b2) + · · ·+ (n− bN )]

= −[(k2 + k3 + · · ·+ kN ) + (k3 + k4 + · · ·+ kN ) + · · ·+ kN + 0]

= −[k2 + 2k3 + · · ·+ (N − 1)kN ]

= −(k1 + 2k2 + 3k3 + · · ·+NkN ) + (k1 + k2 + k3 + · · ·+ kN )

= −(a1 + a2 + a3 + · · ·+ an) + n(两种不同的求和⽅式)

= −100.
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1.2 找规律

1.2.1 公共的性质

例题 1.2.1

(2016 年朝阳⼀模) 已知等差数列 {an} 的通项公式 an = 3n− 1, n ∈ N∗ ．设数列 {bn} 为数列 {an}

的等⽐⼦列，且 bn = akn ．

(1) 若 b1 = a1 = 2 ，且等⽐数列 {bn} 的公⽐最⼩，

À 写出数列 {bn} 的前 4 项；

Á 求数列 {kn} 的通项公式；

(2) 证明：以 b1 = a2 = 5 为⾸项的⽆穷等⽐数列 {bn} 有⽆数多个．

解 (1)À 2, 8, 32, 128 .Á kn =
2 · 4n−1 + 1

3
.

(2) 令 q = 3m+ 1,m ∈ N∗ 均可，注意到 {an} 中所有的元素模 3 余 2．

1.2.2 变化中的不变

例题 1.2.2

(2016 年西城⼆模) 已知任意的正整数 n 都可唯⼀表⽰为 n = a0 · 20 + a1 · 21 + · · · + ak · 2k ，其中

ak = 1， a0, a1, · · · ak−1 ∈ {0, 1}， k ∈ N．

(1) 写出数列 {bn} 的前 8 项；

(2) 求证：数列 {bn} 中连续为 1 的项不超过 2 项；

(3) 记数列 {bn} 的前 n 项和为 Sn ，求满⾜ Sn = 1026 的所有 n 的值．(结论不要求证明)

解 (1) 根据题意，有

n 1 2 3 4 5 6 7 8

n(2) 1 10 11 100 101 110 111 1000

bn 1 1 0 1 0 0 1 1

(2) 不妨假设 bn = bn+1 = bn+2 = 1，则若 n(2) 以 0 结尾，则 bn ̸= bn+1 ；否则 (n+ 1)(2) 以 0 结尾，

则 bn+1 ̸= bn+2 ，均⽭盾．因此原命题得证．

(3) 既可以从第 (1) 小题出发找规律，也可以从第 (2) 小题出发找规律．

⽅法⼀ 观察 bn ，可得当 n = 2k 时， bn = 1，且 b1, b2, · · · b2k−1 与 b2k+1, b2k+2, · · · , b2k+1−1 互反，因

此有 S2n = 2n−1 + 1，因此 S2048 = 1025，进⽽写出接下来的 bn 为 0, 0, 1, 0, 1, · · · 即得所有符合题意的

n 为 2051, 2052．

⽅法⼆ 由 (2) 的结论可得， b2k + b2k+1 = 1，从⽽ S2051 = 1026，接下来计算 b2051 = 1, b2052 = 0 即得

所有符合题意的 n 为 2051, 2052．
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1.2.3 课后习题

习题 1.2.1 (2011 年北京) 若数列 An : a1, a2, · · · , an (n ⩾ 2) 满⾜ |an+1 − ak| = 1 (k = 1, 2, · · · , n− 1)，

则称 An 为 E 数列．记 S (An) = a1 + a2 + · · ·+ an ．

(1) 写出⼀个满⾜ a1 = a5 = 0，且 S (A5) > 0 的 E 数列 A5 ；

(2) 若 a1 = 12， n = 2000，证明：E 数列 An 是递增数列的充要条件是 an = 2011；

(3) 对任意给定的整数 n (n ⩾ 2)，是否存在⾸项为 0 的 E 数列 An ，使得 S (An) = 0 ？如果存在，写

出⼀个满⾜条件的 E 数列 An ；如果不存在，说明理由．

解 (1) 0, 1, 2, 1, 0；

(2) 因为 |ak+1 − ak| = 1，所以 ak+1−ak ⩽ 1，于是 a2000−a1999 ⩽ 1，a1999−a1998 ⩽ 1，· · · ，a2−a1 ⩽ 1．

从⽽ a2000 − a1 ⩽ 1999, 当且仅当

a2000 − a1999 = a1999 − a1998 = · · · = a2 − a1 = 1

时取得等号，即 a2000 ⩽ 2011，当且仅当 E 数列 An 是递增数列时取得等号．因此原命题成立．

(3) 显然当 i 是奇数时， ai 为偶数；当 i 是偶数时， aj 是奇数．其中 1 ⩽ i ⩽ n, i ∈ N ∗ ．因此若

S (An) = 0，则 n 为 4 的倍数加 1，否则 S (An) 为奇数．当 n 为 4 的倍数时，满⾜条件的⼀个 An

是

0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸, 0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸, · · · , 0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸;
当 n 为 4 的倍数加 1 时，满⾜条件的⼀个 An 是

0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸, 0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸, · · · , 0, 1, 0,−1︸ ︷︷ ︸, 0.
当 n 为 4 的倍数加 2 或 3 时，不存在满⾜条件的 E 数列 An ．

习题 1.2.2 ( 2013 年东城⼆模) 已知数列 {an} , a1 = 1， a2n = an ， a4n−1 = 0， a4n+1 = 1， (n ∈ N ∗)．

(1) 求 a4 ， a7 ；

(2) 是否存在正整数 T ，使得对任意的 n ∈ N ∗ ，有 an+T = an ；

(3) 设 S =
a1
10

+
a2

102
+

a3

103
+ · · ·+ an

10n
+ · · · ，问 S 是否为有理数，说明理由．

解 (1) an : 1, 1, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 0, 0, 1, · · · ，于是 a4 = 1， a7 = 0．

(2) 不存在．

考虑 T 的模 4 的完全剩余系即可．(3) 由 (2)，S 为⽆限不循环小数，因此 S 不是有理数．(若要详细证

明，可以设循环节长度为 T0 ，仿 (2) 证明)

习题 1.2.3 (2015 年北京) 已知数列 {an} 满⾜： a1 ∈ N∗ ， a1 ⩽ 36，且

an+1 =

2an, an ⩽ 18,

2an − 36, an > 18

(n = 1, 2, · · · ).
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记集合 M = {an|n ∈ N∗}．

(1) 若 a1 = 6，写出集合 M 的所有元素；

(2) 若集合 M 存在⼀个元素是 3 的倍数，证明：M 的所有元素都是 3 的倍数；

(3) 求集合 M 的元素个数的最⼤值．

分析 第 (1) 小题是为了让解题者熟悉递推公式的铺垫题，第 (2) 小题指出了数列的取值集合 M 的重要特

征，都比较简单．对于第 (3) 小题，由于首项 a1 的取值范围只包含 36 个数，因此可以采用列举的思路．

注意到递推公式中⽆论 an 与 18 的⼤小关系如何，均会将 an 乘以 2，所以结合 an 从第⼆项起均为偶

数可以使列举的过程⼤幅缩短．

解 (1) 当 a1 = 6 时，数列按以下规律变化：

6 → 12 → 24 → 12 → 24 → · · ·

因此集合 M 的所有元素为 6, 12, 24．

(2) 容易推出

引理 1 若 3|an ，则 3|an+1 ．

引理 2 如果 3 ∤ an ，则 3 ∤ an+1 ．

于是若集合 M 中存在⼀个元素为 3 的倍数，也即存在某个 ap 能被 3 整除，那么由引理 1，当 n ⩾ p

时， 3|an ．接下来用反证法证明当 n < p 时， 3|an ．

若不然，设存在 aq ， q < p 且 3 ∤ aq ，则由引理 2，当 n ⩾ q 时， 3 ∤ an ，⽽ 3|ap ，⽭盾．

因此原命题得证．

(3) 首先证明 M 的元素个数不可能多于 8．

容易知道，1 ⩽ an ⩽ 36, n ∈ N∗ 且当 n ⩾ 3 时，4|an ．接下来利用这⼀性质讨论不同的初值下，数列 {an}

中的第 3 项以及以后的项在集合 M 中产⽣的新元素．

若 3|a1 ，则由引理 1，对任意 n ∈ N∗ 有 3|an ，于是 12|an ，即 an ∈ {12, 24, 36} ( n ⩾ 3 )，此时 M 的

元素个数不可能多于 5；

若 3 ∤ a1 ，则由引理 2，对任意 n ∈ N∗ 有 3 ∤ an ，于是 an ∈ {4, 8, 16, 20, 28, 32} ( n ⩾ 3 )，此时 M 的

元素个数不可能多于 8．

综上，M 中的元素个数不可能多于 8．

事实上，取 a1 = 1，则有 M = {1, 2, 4, 8, 16, 32, 28, 20} 恰好含有 8 个元素，因此所求集合 M 的元素个

数的最⼤值为 8．
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1.3 极端情形

1.3.1 绝对值之和的最值

例题 1.3.1

(2014 年 12 ⽉北京市部分学校⾼三联考) 给定正奇数 n (n ⩾ 5)，数列 {an} : a1, a2, · · · , an 是

1, 2, · · · , n 的⼀个排列，定义

E (a1, a2, · · · , an) = |a1 − 1|+ |a2 − 2|+ · · ·+ |an − n|

为数列 {an} 的位差和．

(1) 当 n = 5 时，求数列 {an} : 1, 3, 4, 2, 5 的位差和；

(2) 若位差和 E (a1, a2, · · · , an) = 4，求满⾜条件的数列 {an} 的个数；

(3) 若位差和 E (a1, a2, · · · , an) =
1

2

(
n2 − 1

)
，求满⾜条件的数列 {an} 的个数．

解 (1) 4 .

(2)“1+1+1+1 型”有 C2
n−2 个；“2+2”型有 n− 2 个；“1+1+2”型有 2(n− 2) 个．

因此总共有 C2
n−2 + 3(n− 2) =

1

2
(n− 2)(n+ 3) 个．

(3) 先考虑 n = 5 的情形，此时 E = 12，很容易有以下构造：

1 2 3 4 5

5 4 3 2 1

此时我们可以发现

E = (5− 1) + (4− 2) + (3− 3) + (4− 2) + (5− 1) = 12.

也就是说，这是当 n = 5 时的最⼤位差和．这个事实很容易推⼴到⼀般情形，设 n = 2k − 1，则

E (a1, a2, · · · , an) = |a1 − 1|+ |a2 − 2|+ · · ·+ |an − (2k − 1)|

⩽ [k + 2 · (k + 1) + 2 · (k + 2) + · · · 2 · (2k − 1)]− [2 · 1 + 2 · 2 + · · ·+ 2 · (k − 1) + k]

= 2k2 − 2k =
1

2

(
n2 − 1

)
.

于是我们需要且只需要保证 1, 2, 3, · · · , k 在后 k 个位置或 k, k + 1, k + 2, · · · , 2k − 1 在前 k 个位置即

可．为了达到这个目的，可以先将 k 安排在任意⼀个位置，然后将剩下的位置中的前⼀半中安排 k+1, k+

2, · · · , 2k − 1，后⼀半中安排 1, 2, 3, · · · , k − 1 就可以了．也就是说，满⾜条件的数列 {an} 的个数为

(2k − 1) · (k − 1)! · (k − 1)! = n ·
ïÅ

n− 1

2

ã
!

ò2
.
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例题 1.3.2

(2013 年朝阳⼀模) 设 τ(x1, x2, · · · , x10) 是数 1, 2, · · · , 10 的任意⼀个全排列，定义 S(τ) =
10∑
k=1

|2xk−

3xk+1|，其中 x11 = x1 ．

(1) 若 τ = (10, 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1)，求 S(τ) 的值；

(2) 求 S(τ) 的最⼤值．

解 (1) S(τ) = 57．

(2) 显然 S(τ) 的最⼤值不⼤于

(14 + 15 + 16 + 18 + 18 + 20 + 21 + 24 + 27 + 30)− (2 + 3 + 4 + 6 + 6 + 8 + 9 + 10 + 12 + 12) = 131,

接下来构造 S(τ) = 131 的情形．不妨从 −2 开始，指向⼀个符号相反的数，如 15，然后对应到 −10，再

指向⼀个符号相反的数，如 18，然后对应到 −12， · · · ，直到最后⼀个数 20 对应回 −3，如图．

10

9

8

7

6

5

4

3

2

1 −2

−4

−6

−8

−10

−12

14

16

18

20

−3

−6

−9

−12

15

18

21

24

27

30

此时对应的排列 τ = (1, 5, 6, 7, 2, 8, 3, 9, 4, 10)，满⾜ S(τ) = 131．

所以 S(τ) 的最⼤值为 131．

注 标答中只给出了使得 S(τ) = 131 成立的⼀种排列 τ = (1, 5, 6, 7, 2, 8, 3, 9, 4, 10)，但并未交代构造的过

程．
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1.3.2 上界与下界

例题 1.3.3

(2011 年东城⾼三第⼀学期期末) 已知集合 A = {a1, a2, · · · , an} 中的元素都是正整数，且 a1 < a2 <

· · · < an ，集合 A 具有性质 M ：对任意的 x, y ∈ A，且 x ̸= y ，有 |x− y| ⩾ xy

25
．

(1) 判断集合 {1, 2, 3, 4} 是否具有性质 M ；

(2) 求证： 1

a1
− 1

an
⩾ n− 1

25
；

(3) 求 n 的最⼤值．

分析 |x− y| ⩾ xy

25
，即

∣∣∣∣ 1x − 1

y

∣∣∣∣ ⩾ 1

25
，也就是集合 A′ =

ß
1

a1
,
1

a2
, · · · , 1

an

™
中的任何两个元素之间的距

离都不小于
1

25
．由于 A′ 中的元素都在区间 (0, 1] 内，因此元素个数是有限的．在构造最多元素的集合

A′ 时，我们倾向于从 a1 开始，每次取尽量小的 ai ，这样可以更有效的利用为数不多的区间长度．

x

y

O a1

1/a1

a2

1/a2

a3

1/a3
1

解 (1) 由于
ß
1,

1

2
,
1

3
,
1

4

™
中两个元素之间的最小距离为

1

3
− 1

4
=

1

12
⩾ 1

25
,

于是集合 {1, 2, 3, 4} 具有性质 M ；

(2) 根据性质 M 的描述，有

1

a1
− 1

an
=

1

a1
− 1

a2
+

1

a2
− 1

a3
+ · · ·+ 1

an−1
− 1

an
⩾ n− 1

25
.

(3) 对任意正整数 p, q 且 1 ⩽ p < q ⩽ n，均有

q − p

25
⩽ 1

ap
− 1

aq
<

1

p
,

于是

q <
25

p
+ p.

若 p ⽆法取得 5，则 n ⩽ 5，命题显然成立；若 p 可以取得 5，那么令 p = 5，有 q ⩽ 9．取 q = n，

可知 n ⩽ 9．
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事实上， n 的最⼤值为 9，下面就是 n = 9 的两个例⼦：

{1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 17, 54}, {1, 2, 3, 4, 5, 7, 10, 20, 100}.

1.3.3 最值原理

例题 1.3.4

(2015 年海淀⾼三第⼀学期期末) 已知集合 S = {a1, a2, · · · , an}(n ⩾ 3)，集合 T ⊆ {(x, y)|x ∈ S, y ∈

S, x ̸= y} 且满⾜： ∀ai, aj ∈ S(i, j = 1, 2, · · · , n, i ̸= j)， (ai, aj) ∈ T 与 (aj , ai) ∈ T 恰有⼀个成⽴．

对于 T 定义

dT (a, b) =

1, (a, b) ∈ T,

0, (b, a) ∈ T,

,

且

lT (ai) = dT (ai, a1) + dT (ai, a2) + · · ·+ dT (ai, ai−1) + dT (ai, ai+1) + · · ·+ dT (ai, an)(i = 1, 2, · · · , n).

(1) 若 n = 4， (a1, a2), (a3, a2), (a2, a4) ∈ T ，求 lT (a2) 的值及 lT (a4) 的最⼤值；

(2) 从 lT (a1), lT (a2), · · · , lT (an) 中任意删去两个数，记剩下的 n− 2 个数的和为 M ．求证：

M ⩾ 1

2
n(n− 5) + 3;

(3) 对于满⾜ lT (ai) < n − 1(i = 1, 2, · · · , n) 的每⼀个集合 T ，集合 S 中是否都存在三个不同的元

素 e, f, g ，使得 dT (e, f) + dT (f, g) + dT (g, e) = 3 恒成⽴，并说明理由．

解 (1) lT (a2) = 1， lT (a4) 的最⼤值为 2．

(2) 因为
n∑

i=1
lT (ai) =

1

2
n(n− 1)，且

1

2
n(n− 1)−M ⩽ (n− 1) + (n− 2) = 2n− 3,

所以 M ⩾ 1

2
n(n− 5) + 3．

(3) 对于满⾜ lT (ai) < n− 1(i = 1, 2, · · · , n) 的每⼀个集合 T ，集合 S 中都存在三个不同的元素 e, f, g ，

使得 dT (e, f) + dT (f, g) + dT (g, e) = 3 恒成立．理由如下．

任取集合 T ，由 lT (ai) < n − 1(i = 1, 2, · · · , n) 可知， lT (a1), lT (a2), · · · , lT (an) 中存在最⼤数，不妨记

为 lT (f) (若最⼤数不唯⼀，则任取⼀个)．因为 lT (f) < n− 1，所以存在 e ∈ S ，使得 dT (f, e) = 0，即

(e, f) ∈ T ．因为 lT (f) ⩾ 1，故集合

G = {x ∈ S|(f, x) ∈ T} ̸= ∅.
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我们断⾔集合 G 中⼀定存在元素 g 使得 dT (g, e) = 1，否则 lT (e) ⩾ lT (f)+ 1，与 lT (f) 是最⼤数⽭盾．

故 dT (f, g) = 1, dT (g, e) = 1．所以此时 dT (e, f) + dT (f, g) + dT (g, e) = 3．

注 本题理解题意是关键．可将问题直观化，理解成⼀些拳击选⼿进⾏单循环赛，胜者得 1 分，负者得 0

分 (不考虑平局)．第 (3) 小题相当于在没有⼈全胜的条件下，判断是否存在三名选⼿循环相克．

例题 1.3.5

(2006 年北京) 在数列 {an} 中，若 a1, a2 是正整数，且 an = |an−1 − an−2| (n = 3, 4, 5, · · · ) ，则称

{an} 为“绝对差数列”．

(1) 举出⼀个前五项不为零的“绝对差数列”(只要求写出前⼗项)；

(2) 若“绝对差数列” {an} 中，a20 = 3, a21 = 0 ，数列 {an} 满⾜ bn = an+an+1+an+2(n = 1, 2, 3, · · · )

，分别判断当 n → +∞ 时， an 与 bn 的极限是否存在，如果存在，求出其极限值；

(3) 证明：任何“绝对差数列”中总含有⽆穷多个为零的项．

解 (2) 从 a20 开始，数列为

3, 0, 3︸ ︷︷ ︸, 3, 0, 3︸ ︷︷ ︸, · · ·
于是当 n → ∞ 时， an 的极限不存在， bn 的极限为 6 ．

(3)(i) 先证明任何“绝对差数列”中总含有为零的项．

用反证法．假设“绝对差数列”中没有为零的项，由于 an = |an−1 − an−2| ，故 an < max{an−1, an−2} ，同

理有 an+1 < max{an, an−1} ⩽ max{an−1, an−2}，于是

max{an, an+1} < max{an−1, an−2}.

记数列 {cn} 为 max{a1, a2},max{a3, a4}, · · · ,max{a2n−1, a2n, · · · } ，则 {cn} 为⽆穷项单调递减数列，且

数列 {cn} 的各项均为正整数，⽭盾．因此任何“绝对差数列”中总含有为零的项．

(ii) 再证明“绝对差数列”中总含有⽆穷多个为零的项．由 (i)，设“绝对差数列”中 ak = 0, ak+1 = m ，则从

第 k 项起，数列为

0,m,m︸ ︷︷ ︸, 0,m,m︸ ︷︷ ︸, · · ·
因此“绝对差数列”中总含有⽆穷多个为零的项．

1.3.4 课后习题

习题 1.3.1 (2016 年东城⼀模) 数列 {an} 中，给定正整数 m(m > 1) ， V (m) =
m−1∑
i=1

|ai+1 − ai|．定义：

数列 {an} 满⾜ ai+1 ⩽ ai(i = 1, 2, · · · ,m− 1) ，称数列 {an} 的前 m 项单调不增．

(1) 若数列 {an} 的通项公式为 an = (−1)n, n ∈ N∗ ，求 V (5) ．

(2) 若数列 {an} 满⾜：a1 = a, am = b ，其中 m > 1,m ∈ N∗, a > b，求证：V (m) = a− b 的充分必要条

件是数列 {an} 的前 m 项单调不增．
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(3) 给定正整数 m(m > 1)，若数列 {an} 满⾜： an ⩾ 0(n = 1, 2, · · · ,m) ，且数列 {an} 的前 m 项和为

m2 ，求 V (m) 的最⼤值与最⼩值 (写出答案即可)．

解 (1) V (5) = 8 .

(3) V (m) 的最小值为 0，最⼤值为

4,m = 2,

2m2,m > 2.

习题 1.3.2 (2014 年西城⼀模) 在数列 {an} 中，{an} =
1

n
(n ∈ N∗)，从数列 {an} 中选出 k(k ⩾ 3) 项并

按原顺序组成的新数列记为 {bn}，并称 {bn} 为数列 {an} 的 k 项⼦列．例如数列 1

2
,
1

3
,
1

5
,
1

8
为 {an}

的⼀个 4 项⼦列．

(1) 试写出数列 {an} 的⼀个 3 项⼦列，并使其为等差数列；

(2) 如果 {bn} 为数列 {an} 的⼀个 5 项⼦列，且 {bn} 为等差数列，证明：{bn} 的公差 d 满⾜ −1

8
< d < 0；

(3) 如果 {cn} 为数列 {an} 的⼀个 m(m ⩾ 3) 项⼦列，且 {cn} 为等⽐数列，证明： c1 + c2 + · · ·+ cm ⩽
2− 1

2m−1
.

追问
(4) 写出 {an} 的⼀个 2016 项⼦列 {dn}，使得 {dn} 为等差数列；

(5) 写出 {an} 的⼀个 l 项⼦列 {en}，其中 l 为奇数，使得 e1 + e2 + · · ·+ el = 1．

解 (1) 答案不唯⼀．例如
1

2
,
1

3
,
1

6
．

(2) 只需证明 b1 ̸= 1 即可．

(3) 设 c1 =
1

n
，则 c2 ⩽ 1

n+ 1
, q =

c2
c1

⩽ n

n+ 1
，故

c1 + c2 + · · ·+ cm ⩽ 1

n
·
1−
Å

n

n+ 1

ãm
1− n

n+ 1

n+ 1

n
− 1Å

n+ 1

n

ãm−1 ⩽ 2− 1

2m−1
.

(4) ⽅法不唯⼀．例如
2016

2016!
,
2015

2016!
, · · · , 1

2016!
.

(5) ⽅法不唯⼀．例如
1

1 · 2
+

1

2 · 3
+ · · ·+ 1

(l − 1) · l
+

1

l
= 1.

习题 1.3.3 (2014 年卓越联盟) 已知实数列 {an} 满⾜ |a1| = 1， |an+1| = q |an|， n ∈ N∗ ，常数 q > 1．

对任意的 n ∈ N∗ ，有
n+1∑
k=1

|ak| ⩽ 4 |an| .

设 C 为所有满⾜上述条件的数列 {an} 的集合．

(1) 求 q 的值；

(2) 设 {an} , {bn} ∈ C ，m ∈ N∗ ，且存在 n0 ⩽ m，使 an0 ̸= bn0 ，证明：
m∑

k=1
ak ̸=

m∑
k=1

bk ；

(3) 设集合 Am =

ß
m∑

k=1
ak

∣∣∣∣ {an} ∈ C

™
，m ∈ N∗ ，求 Am 中所有正数之和．
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解 (1) q = 2．

(2) 由题意，不妨设 al = 2l−1, bl = −2l−1, al+1 = bl+1, al+2 = bl+2, · · · , am = bm ，则

m∑
k=1

ak −
m∑

k=1

bk = 2al +
l−1∑
k=1

ak −
l−1∑
k=1

bk ⩾ 2l − 2
l−1∑
k=1

2k−1 = 2 > 0,

所以
m∑

k=1
ak ̸=

m∑
k=1

bk ．

(3) Am 中所有元素之和为 2m−1 · 2m−1 = 22m−2 ．显然 {an} 的前 m 项和为正数，当且仅当 am > 0，此

时 ai(i = 1, 2, · · · ,m− 1) 的符号随意．这样的数列共有 2m−1 个．配对求和可得．

习题 1.3.4 (2013 年北京) 已知 {an} 是由⾮负整数组成的⽆穷数列，该数列前 n 项的最⼤值记为 An ，第

n 项之后各项 an+1, an+2, · · · 的最⼩值记为 Bn ， dn = An −Bn ．

(1) 若 {an} 为 2, 1, 4, 3, 2, 1, 4, 3, · · · ，是⼀个周期为 4 的数列，写出 d1, d2, d3, d4 的值；

(2) 设 d 是⾮负整数，证明： dn = −d(n = 1, 2, 3, · · · ) 的充分必要条件为 {an} 是公差为 d 的等差数列；

(3) 证明：若 a1 = 2, dn = 1(n = 1, 2, 3, · · · )，则 {an} 的项只能是 1 或 2，且有⽆穷多项为 1．

解 (1) d1 = d2 = 1, d3 = d4 = 3．

(2)(充分性) 因为 {an} 是公差为 d 的等差数列，且 d ⩾ 0，所以 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ⩽ · · · ．

因此 An = an, Bn = an+1, dn = −d(n = 1, 2, 3, · · · ) .

(必要性) 因为 dn = −d ⩽ 0(n = 1, 2, 3, · · · )，所以 An = Bn + dn ⩽ Bn ．又因为 an ⩽ An, an+1 ⩾ Bn ，

所以 an ⩽ an+1 ．故 An = an, Bn = an+1 ．

因此 an+1 − an = Bn −An = −dn = d，即 {an} 是公差为 d 的等差数列．

(3) 因为 a1 = 2, d1 = 1，所以 A1 = a1 = 2, B1 = A1 − d1 = 1 . 故对任意 n ⩾ 1, an ⩾ B1 = 1．

假设 {an}(n ⩾ 2) 中存在⼤于 2 的项，设 m 为满⾜ am > 2 的最小正整数，则 dm−1 ⩽ 0，⽭盾．

所以对于任意 n ⩾ 1，有 an ⩽ 2，即非负整数列 {an} 的各项只能是 1 或 2．

因为对任意 n ⩾ 1， an ⩽ 2，所以 An = 2．故 Bn = An − dn = 1．

因此对任意 n ⩾ 1，存在 m 满⾜ m > n，且 am = 1，即数列 {an} 有⽆穷多项为 1．
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2.1 不变量与存在问题

2.1.1 不变量与存在性的否定

例题 2.1.1

(2013 年海淀⼀模) 设 A(x1, y1), B(x2, y2) 为平⾯直⾓坐标系上的两点，其中 x1, y1, x2, y2 ∈ Z．令

∆x = x1 − x2 ，∆y = y1 − y2 ，若 |∆x| + |∆y| = 3，且 ∆x · ∆y ̸= 0，则称点 B 为点 A 的相

关点，记作 B = τ(A)．已知 P0(x0, y0) ( x0, y0 ∈ Z ) 为平⾯上的⼀个定点，平⾯上点列 {Pi} 满⾜：

Pi = τ(Pi−1)，且点 Pi 的坐标为 (xi, yi)，其中 i = 1, 2, 3, · · ·n．

(1) 请问：点 P0 的相关点有⼏个? 判断这些相关点是否在同⼀个圆上，若在同⼀个圆上，写出圆的⽅

程；若不在同⼀个圆上，请说明理由；

(2) 求证：若 P0 与 Pn 重合， n ⼀定为偶数；

(3) 若 P0(1, 0)，且 yn = 100，记 T =
n∑

i=0
xi ，求 T 的最⼤值．

解 (1) 共有 8 个： (−2,±1), (−1,±2), (1,±2), (2,±1)，都在圆 (x− x0)
2 + (y − y0)

2 = 5 上．

(2) 考虑所有向量的坐标之和；

(3) 当 50 ⩽ n ⩽ 100 时，Tmax =
1

2
n2 +

205

2
n− 5049；当 n > 100 时，Tmax = n2 + 2n+

(−1)n + 1

2
．注

意利用排序不等式．

例题 2.1.2

(2012 年朝阳⼆模) 已知数列 An : a1, a2, · · · , an(n ∈ N∗, n ⩾ 2) 满⾜ a1 = an = 0，且当 2 ⩽ k ⩽
n(k ∈ N∗) 时， (ak − ak−1)

2 = 1，令 S(An) =
n∑

i=1
ai .

(1) 写出 S(A5) 的所有可能的值；

(2) 求 S(An) 的最⼤值；

(3) 是否存在数列 An ，使得 S(An) =
(n− 3)2

4
? 若存在，求出数列 An ；若不存在，说明理由．

解 (1) S(A5) 的所有可能的值为 4, 2, 0,−2,−4 .

(2) 显然 n 为奇数．考虑数列 An 的差分数列，可知 S(An) 的最⼤值为
(n− 1)

2

4
.

23
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(3) S(An) 的奇偶性为不变量．由于

(n− 1)2

4
− (n− 3)2

4
= n− 2

为奇数，⽭盾．所以不存在数列 An ，使得 S(An) =
(n− 3)2

4
．

2.1.2 半不变量与存在性的肯定

例题 2.1.3

(2008 年北京) 对于每项均是正整数的数列 A : a1, a2, · · · , an ，定义变换 T1 ，T1 将数列 A 变换成数

列

T1(A) : n, a1 − 1, a2 − 1, · · · , an − 1.

对于每项均是⾮负整数的数列 B : b1, b2, · · · , bm ，定义变换 T2 ， T2 将数列 B 各项从⼤到⼩排列，

然后去掉所有为零的项，得到数列 T2(B)；又定义

S(B) = 2(b1 + 2b2 + · · ·+mbm) + b21 + b22 + · · ·+ b2m.

设 A0 是每项均为正整数的有穷数列，令 Ak+1 = T2(T1(Ak))(k = 0, 1, 2, · · · )．

(1) 如果数列 A0 为 5, 3, 2，写出数列 A1, A2 ；

(2) 对于每项均是正整数的有穷数列 A，证明： S(T1(A)) = S(A)；

(3) 证明：对于任意给定的有穷正整数列 A0 ，存在正整数 K ，当 k ⩾ K 时， S(Ak+1) = S(Ak)．

解 (1) 5, 3, 2 → 4, 3, 2, 1 → 4, 3, 2, 1．

(2) S(T1(A))− S(A) = 0．

(3) 对于任意有穷正整数列 A，首先证明 S(T2(A)) ⩽ S(A) (排序不等式)，所以 S(Ak+1) ⩽ S(Ak)．⽽

S(A) ⩾ 0，所以存在正整数 K ，当 k ⩾ K 时， S(Ak+1) = S(Ak)．

例题 2.1.4

(2013 年西城⼆模) 已知集合 Sn = {(x1, x2, · · · , xn) |x1, x2, · · · , xn是正整数1, 2, · · · , n的⼀个排列} (n ⩾ 2)，

函数

g (x) =

1, x > 0,

−1, x < 0.

对于 (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn ，定义：

b1 = 0, bi =
i−1∑
j=1

g (ai − aj) , i ⩾ 2, i ∈ N,
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称 bi 为 ai 的满意指数．排列 b1, b2, · · · , bn 为排列 a1, a2, · · · , an 的⽣成列；排列 a1, a2, · · · , an 为

排列 b1, b2, · · · , bn 的母列．

(1) 当 n = 6 时，写出排列 3, 5, 1, 4, 6, 2 的⽣成列及排列 0,−1, 2,−3, 4, 3 的母列．

(2) 证明：若 a1, a2, · · · , an 和 a1
′, a2

′, · · · , an′ 为 Sn 中两个不同排列，则它们的⽣成列也不同；

(3) 对于 Sn 中的排列 a1, a2, · · · , an ，定义变换 τ ：将排列 a1, a2, · · · , an 从左⾄右第⼀个满意指数

为负数的项调⾄⾸项，其它各项顺序不变，得到⼀个新的数列．证明：⼀定可以经过有限次变换 τ 将

排列 a1, a2, · · · , an 变换为各项满意指数均为⾮负数的排列．

解 (1) 当 n = 6 时，3, 5, 1, 4, 6, 2 的⽣成列为 0, 1,−2, 1, 4,−3；0,−1, 2,−3, 4, 3 的母列为 3, 2, 4, 1, 6, 5 (从

后往前推断)．

(2) 只需要证明若⼀个排列存在母列，则母列唯⼀．

设排列 b1, b2, · · · , bn 存在母列，则由 bn 容易唯⼀确定 an ， an 为排列 1, 2, 3, · · · , n 中第
n+ 1 + bn

2
个数；进⽽由排列 1, 2, 3, · · · , n 去掉 an 得到新排列，用类似的⽅法可以由 bn−1 唯⼀确定 an−1 ， an−1

为新排列中第
n+ bn−1

2
个数；依次递推，排列 b1, b2, · · · , bn 若存在母列，则母列唯⼀．

(3) 设排列 a1, a2, · · · , an 的⽣成列为 b1, b2, · · · , bn ，且 b1, b2, · · · , bk−1 ⩾ 0, bk ⩽ −1，则进⾏⼀次 τ 变

换后， a1, a2, · · · , an 调整为 ak, a1, · · · , ak−1, ak+1, · · · , an ，设该排列的⽣成列为 b1
′, b2

′, · · · , bn′ ．考虑

(
b1

′ + b2
′ + · · ·+ bn

′)− (b1 + b2 + · · ·+ bn) = 2 [g (a1 − ak) + g (a2 − ak) + · · ·+ g (ak−1 − ak)]

= −2bk ⩾ 2,

于是经过⼀次 τ 变换后，⽣成列的各项之和⾄少增加 2．显然⽣成列的各项之和有界
n (n− 1)

2
，这就意

味着经过有限次 τ 变换后，⽣成列各项必然均为非负数，原命题得证．

例题 2.1.5

(2012 年朝阳⾼三期中考试) 给定⼀个 n 项的实数列 a1 , a2 , · · · , an(n ∈ N∗) , 任意选取⼀个实数 c ,

变换 T (c) 将数列 a1 , a2 , · · · , an 变换为数列 |a1 − c| , |a2 − c| , · · · , |an − c| , 再将得到的数列继续

实施这样的变换, 这样的变换可以连续进⾏多次, 并且每次所选择的实数 c 可以不相同, 第 k(k ∈ N∗)

次变换记为 Tk(ck) , 其中 ck 为第 k 次变换时选择的实数, 如果通过 k 次变换后, 数列中的各项均为

0 , 则称 T1(c1) , T2(c2) , · · · , Tk(ck) 为“ k 次归零变换”.

(1) 对数列： 1 , 3 , 5 , 7 给出⼀个“ k 次归零变换”, 其中 k ⩽ 4；

(2) 证明：对任意 n 项数列, 都存在“ n 次归零变换”：

(3) 对于数列 1 , 22 , 33 , · · · , nn , 是否存在“ n− 1 次归零变换”？请说明理由.

解 (3) 数列 1 , 22 , 33 , · · · , nn , 不存在“ n− 1 次归零变换”, 证明如下.

当 n = 2 时，显然数列 1, 4 ⽆法通过 1 次 T (c) 变换归零.

数列 1 , 22 , 33 , · · · , nn 的极差为 nn − 1 , 当 n ⩾ 3 时，经过 1 次 T (c) 变换后.

1◦ 若 c ⩾ nn 或 c ⩽ 1，则极差仍然为 nn − 1；
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2◦ 若 (n− 1)
n−1 ⩽ c < nn ，则极差⾄少为 (n− 1)

n−1 − 1；

3◦ 若 1 < c < (n− 1)
n−1 ，则极差⾄少为 nn − (n− 1)

n−1 ；

综上，经过 1 次 T (c) 变换后极差⾄少为

min
¶
nn − 1, (n− 1)

n−1 − 1, nn − (n− 1)
n−1
©
= (n− 1)

n−1 − 1.

递推下去，数列 1 , 22 , 33 , · · · , nn 经过 n − 2 次 T (c) 变换后极差⾄少为 22 − 1 = 3 , 此时⽆法通过 1

次 T (c) 变换归零. 综上，对于数列 1 , 22 , 33 , · · · , nn , 不存在“ n− 1 次归零变换”.

2.1.3 课后习题

习题 2.1.1 (2012 年西城⼆模) 若 An = a1a2 · · · an ( ai = 0 或 1， i = 1, 2, · · · , n )，则称 An 为 0 和

1 的⼀个 n 位排列．对于 An ，将排列 ana1a2 · · · an−1 记为 R1(An)；将排列 an−1ana1 · · · an−2 记为

R2(An)；依次类推，直⾄ Rn(An) = An ．对于排列 An 和 Ri(An) ( i = 1, 2, · · · , n − 1 )，它们对应位置

数字相同的个数减去对应位置数字不同的个数，叫做 An 与 Ri(An) 的相关值，记作 t(An, R
i(An))．例如

A3 = 110，则 R1(A3) = 011， t(A3, R
1(A3)) = −1．若 t(An, R

iAn) = −1 ( i = 1, 2, · · · , n− 1 )，则称 An

为最佳排列．

(1) 写出所有的最佳排列 A3 ；

(2) 证明：不存在最佳排列 A5 ；

(3) 若某个 A2k+1 ( k 是正整数) 为最佳排列，求排列 A2k+1 中 1 的个数．

解 (1) 001, 010, 100, 011, 101, 110．

(2) 考虑 a5 → a1 → a2 → a3 → a4 → a5 共 5 次变化中，奇偶性只变化 3 次，⽭盾．

(3) 假设 A2k+1 中有 x 个 1， 2k + 1− x 个 0，则

x(2k + 1− x) =
2k · (k + 1)

2
,

于是 x = k 或 x = k + 1．

习题 2.1.2 (2012 年四中⾼三⼊学测试) 设 Sn 为数列 {an} 的前 n 项和 ( n = 1, 2, 3, · · · )，按如下⽅式

定义数列 {an} : a1 = m (m ∈ N∗)，对任意 k ∈ N∗, k > 1，设 an 为满⾜ 0 ⩽ ak ⩽ k − 1 的整数，且 k

整除 Sk ．

(1) m = 9 时，试给出 {an} 的前 6 项；

(2) 证明： ∀k ∈ N∗ ，有 Sk+1

k + 1
<

Sk

k
+ 1；

(3) 证明：对任意的 m，数列 {an} 必从某项起为常数列．

解 (1) m = 9 时， a1 = 9， a2 = 1， a3 = 2， a4 = 0， a5 = 3， a6 = 3；
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(2) 用分析法证明：

Sk+1

k + 1
<

Sk

k
+ 1 ⇐ kSk+1 < (k + 1)Sk + k (k + 1)

⇐ k (Sk + ak+1) < (k + 1)Sk + k (k + 1)

⇐ ak+1 <
Sk

k
+ k + 1,

⽽ 0 ⩽ ak+1 ⩽ k ，所以命题成立．

(3) 记数列 bn =
Sn

n
，则根据数列 {an} 的定义数列 {bn} 也是⼀个正整数数列．于是根据 bn+1 − bn < 1，

有 bn+1 − bn ⩽ 0．下面我们分两步证明该命题：

第⼀步证明：如果数列 {bn} 从某项起是常数列，那么 {an} 从某项起为常数列．

假设 bk = bk+1 = bk+2 = · · · = x，则

Sk

k
=

Sk+1

k + 1
=

Sk+2

k + 2
= · · · = x,

于是

Sk = kx, Sk+1 = kx+ x, Sk+2 = kx+ 2x, · · · ,

于是 ak+1 = ak+2 = · · · = x . 这就证明了如果数列 {bn} 从第 k 项起是常数列, 那么 {an} 从第 k+1 项

起是常数列.

第⼆步证明“ {bn} 从第 k 项起是常数列.”用反证法：

如果命题“ {bn} 从某项起是常数列”不成立, 即” ∀k ∈ N∗,∃p ∈ N∗, p > k , 使得 bp ̸= bk . 于是存在 m 个递

增正整数 k1 , k2 , k3 , · · · , km , 使得

bk1 ̸= b1, bk2 ̸= bk1 , · · · , bkm ̸= bkm−1 ,

⽽根据 bn+1 − bn ⩽ 0 , 可得

b1 > bk1
> bk2

> · · · > bkm
.

由于 {bn} 为正整数列, bkm ⩾ 1 , b1 ⩾ m+ 1 , 与 b1 = m ⽭盾.

这样就证明了数列 {bn} 从某项起是常数列.

注 对于数列的递推过程, Sk

k
为其特征量.

习题 2.1.3 (2013 年房⼭⼀模) 对于实数 x , 将满⾜“ 0 ⩽ y < 1 且 x− y 为整数”的实数 y 称为实数 x 的

⼩数部分, ⽤
⟨
x
⟩

记号表⽰. 例如
⟨
1.2

⟩
= 0.2 ,

⟨
− 1.2

⟩
= 0.8 ,

⟨8
7

⟩
=

1

7
. 对于实数 a , ⽆穷数列 {an} 满

⾜如下条件：

a1 =
⟨
a
⟩
, an+1 =


⟨ 1

an

⟩
, an ̸= 0

0, an = 0

, 其中 n = 1, 2, 3, · · ·
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(1) 若 a =
√
2 , 求数列 {an} 的通项公式；

(2) 当 a >
1

4
时, 对任意的 n ∈ N∗ , 都有 an = a , 求符合要求的实数 a 构成的集合 A；

(3) 若 a 是有理数, 设 a =
p

q
( p 是整数, q 是正整数, p、 q 互质), 对于⼤于 q 的任意正整数 n , 是否都有

an = 0 成⽴, 证明你的结论.

解 (1) a1 =
⟨√

2
⟩
=

√
2− 1； a1 =

⟨ 1

a1

⟩
=

⟨√
2 + 1

⟩
=

√
2− 1；⼀般的, an =

√
2− 1 .

(2) 根据题意,
⟨
a
⟩
= a 且

⟨1
a

⟩
= a .

⟨
a
⟩
= a ⇔ 0 ⩽ a < 1 , 因此只需要考虑


1

4
< a < 1⟨1
a

⟩
= a

.

此时 1 <
1

a
< 4 , 显然

1

a
不能取整数, 因此粉下面三种情形讨论.

1◦ 1 <
1

a
< 4 时，由

⟨1
a

⟩
=

1

a
− 1 = a，解得 a =

−1 +
√
5

2
( a =

−1−
√
5

2
舍去).

2◦ 2 <
1

a
< 3 时，由

⟨1
a

⟩
=

1

a
− 2 = a，解得 a = −1 +

√
2 ( a = −1−

√
2 舍去).

3◦ 3 <
1

a
< 4 时，由

⟨1
a

⟩
=

1

a
− 3 = a，解得 a =

−3 +
√
13

2
( a =

−1−
√
13

2
舍去).

综上, 所求的集合 A 为 ®
−1 +

√
5

2
,−1 +

√
2,

−3 +
√
13

2

´
.

(3) 显然 an 均为有理数, 设 an =
pn
qn

. 此时 1 ⩽ pn < qn . 由递推公式可得, 当 1 ⩽ n ⩽ q, n ∈ N∗

时, qn+1 = pn . 因此 1 ⩽ pn < pn−1 , 也就是说 {pn} 递减. 又 p1 ⩽ q1 = q , 但从 1 到 q 只有 q 个正整

数，⽭盾．因此结论得证．

习题 2.1.4 (2012 年西城⼀模) 对于数列 An : a1, a2, · · · , an (ai ∈ N, i = 1, 2, · · · , n)，定义“ T 变换”：T 将

数列 An 变换成数列 Bn : b1, b2, · · · , bn ，其中 bi = |ai− ai+1| (i = 1, 2, · · · , n− 1)，且 bn = |an− a1|，这

种“ T 变换”记作 Bn = T (An)．继续对数列 Bn 进⾏“ T 变换”，得到数列 Cn, · · · ，依此类推，当得到的

数列各项均为 0 时变换结束．

(1) 试问 A3 : 4, 2, 8 和 A4 : 1, 4, 2, 9 经过不断的“ T 变换”能否结束？若能，请依次写出经过“ T 变换”得到

的各数列；若不能，说明理由；

(2) 试问 A3 : 2, 6, 4 经过不断的“ T 变换”能否结束？若能，请依次写出经过“ T 变换”得到的各数列；若不

能，说明理由；

(3) 求 A3 : a1, a2, a3 经过有限次“ T 变换”后能够结束的充要条件；

(4) 设 A3 : a1, a2, a3 ，B3 = T (A3)，若 B3 : b, 2, a (a ⩾ b)，且 B3 的各项之和为 2012．

À 求 a, b；

Á 若数列 B 再经过 k 次“ T 变换”得到的数列各项之和最⼩，求 k 的最⼩值，并说明理由．

(5) 证明：A4 : a1, a2, a3, a4 ⼀定能经过有限次“ T 变换”后结束．

解 (1) 4, 2, 8 → 2, 6, 4 → 4, 2, 2 → 2, 0, 2 → 2, 2, 0 → 0, 2, 2 → 2, 0, 2 → · · ·

1, 4, 2, 9 → 3, 2, 7, 8 → 1, 5, 1, 5 → 4, 4, 4, 4 → 0, 0, 0, 0

所以 A3 不能经过若⼲次“ T 变换”结束，A4 可以经过 4 次“ T 变换”结束．

(2) 2, 6, 4 → 4, 2, 2 → 2, 0, 2 → 2, 2, 0 → 0, 2, 2 → 2, 0, 2 → · · · ，所以 A3 不能经过若⼲次“ T 变换”结束．
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(3) 记全零数列为 On : 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n个

，常数列为 In : m,m, · · · ,m︸ ︷︷ ︸
n个

．

此外，若 T (An) = Bn ，则 An = T−1 (Bn)，称 T−1 为“ T 变换”的逆变换．显然 T−1 (On) = In ．

由于

|a1 − a2| = |a2 − a3| = |a3 − a1| ⇒ a1 = a2 = a3,

所以 T−1 (In) 也为常数列．因此 A3 经过有限次“ T 变换”后能够结束的充要条件是 A3 是常数列．

(4)À a = 1006, b = 1004；

Á 当 x ⩾ 12 时，有

x, 2, x+2 → x−2, x, 2 → 2, x−2, x−4 → x−4, 2, x−6 → x−6, x−8, 2 → 2, x−10, x−8 → x−12, 2, x−10

也就是说数列 x, 2, x+2 经过 6 次“ T 变换”变为 x−12, 2, x−10，于是数列 1004, 2, 1006 经过 6×83 次

“ T 变换”后变为 8, 2, 10．⽽ 8, 2, 10 → 6, 8, 2 → 2, 6, 4 → 4, 2, 2 → 2, 0, 2 → 2, 2, 0 → 0, 2, 2 → 2, 0, 2 → · · · ，

进⼊循环．于是 B 经过 6× 83 + 4 = 502 次“ T 变换”后得到的数列各项之和最小， k 的最小值为 502．

(5) 将数列的首项与末项视为相邻，考虑数列 A4 中的最⼤项 max (A4) 与数列 T (A4) 中的最⼤项

max (T (A4))．显然 max (T (A4)) = |ai − aj | ⩽ max (ai, aj) ⩽ max (A4) (其中 ai 和 aj 是数列 A4

中的相邻两项). 于是，容易知道：

当 A4 中没有为零的项或为零的项与最⼤项不相邻时， max (T (A4)) < max (A4) , 记为 α 型;

当 A4 中存在为零的项与最⼤项相邻时, max (T (A4)) = max (A4) , 记为 β 型.

若证明了命题 P : 非 O4 的 β 型数列⼀定可以通过有限次“ T 变换”转化为 α 型数列.

那么由于 α 型数列的最⼤项会因为“ T 变换”减小, 于是随着“ T 变换”的进⾏, α 型数列最终将不再出现,

因此数列经过有限次“ T 变换”可以得到 O4 , 即命题得证.

下面证明命题 P , 以下设 a, b, c > 0， a > b， a > c， b ̸= c， Tn (An) = T (Tn−1 (An))．

非 O4 的 β 型数列有以下⼏种：

À 三个不同正数及零

A4 : 0, a, b, c， T (A4) = a, a− b, |b− c|, c 为 α 型数列．

Á 两个不同正数及零

B4 : 0, a, b, a， T (B4) = a, a− b, a− b, a 为 α 型数列．

C4 : 0, a, a, b， T (B4) = a, 0, a− b, b， T2 (B4) = a, a− b, |a− 2b|, a− b 为 α 型数列．

D4 : 0, 0, a, b， T (D4) = 0, a, a− b, b， T2 (D4) = a, b, |a− 2b|, b 为 α 型数列．

E4 : 0, a, 0, b， T (E4) = a, a, b, b 为 α 型数列．

Â ⼀个正数及零

F4 : 0, a, a, a， T (F4) = a, 0, 0, a， T2 (F4) = a, 0, a, 0， T3 (F4) = a, a, a, a 为 α 型数列．

G4 : 0, 0, a, a， T (G4) = 0, a, 0, a， T2 (G4) = a, a, a, a，为 α 型数列．

H4 : 0, a, 0, a， T (H4) = a, a, a, a，为 α 型数列．

J4 : 0, 0, 0, a， T (J4) = 0, 0, a, a， T2 (J4) = 0, a, 0, a， T3 (J4) = a, a, a, a，为 α 型数列．

由于“ T 变换”的轮换对称性，对其他非 O4 的 β 型数列也可以通过若⼲次“ T 变换”变为 α 型数列．这就

证明了非 O4 的 β 型数列⼀定可以经过有限次“ T 变换”变换转化为 α 型数列．
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2.2 调整法与最值问题

2.2.1 调整⽅案问题

例题 2.2.1

证明：(排序不等式) 若两组实数 a1, a2, · · · , an 及 b1, b2, · · · , bn 满⾜ a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ an ，b1 ⩽ b2 ⩽
· · · ⩽ bn ，则

a1bn + a2bn−1 + · · ·+ anb1 ⩽ a1bi1 + a2bi2 + · · ·+ anbin ⩽ a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

其中 i1, i2, · · · , in 是 1, 2, · · · , n 的⼀个排列．

解 略．

例题 2.2.2

(2014 年北京) 对于数对序列 P : (a1, b1) , (a2, b2) , · · · , (an, bn)，记 T1 (P ) = a1 + b1 ，

Tk (P ) = bk + max {Tk−1 (P ) , a1 + a2 + · · ·+ ak} (2 ⩽ k ⩽ n) ,

其中 max {Tk−1 (P ) , a1 + a2 + · · ·+ ak} 表⽰ Tk−1 (P ) 和 a1 + a2 + · · ·+ ak 两个数中最⼤的数．

(1) 对于数对序列 P : (2, 5)， (4, 1)，求 T1 (P )， T2 (P ) 的值；

(2) 记 m 为 a, b, c, d 四个数中最⼩的数，对于由两个数对 (a, b)， (c, d) 组成的数对序列 P : (a, b)，

(c, d) 和 P ′ : (c, d)，(a, b)，试分别对 m = a 和 m = d 时两种情况⽐较 T2 (P ) 和 T2 (P
′) 的⼤⼩；

(3) 在由 5 个数对 (11, 8)， (5, 2)， (16, 11)， (11, 11)， (4, 6) 组成的所有数对序列中，写出⼀个数

对序列 P 使 T5 (P ) 最⼩，并写出 T5 (P ) 的值．(只需写出结论)

分析 解决问题的关键在于如何对抽象的定义给出直观可操作的解释．注意到题中的 Tk(P ) 是递归定义的，

因此可以借用“路径选择”的⽅式进⾏思考．第 (3) 小题需要研究⼀个最优问题，解决⽅法是充分利用第 (2)

小题的结果，通过逐步调整的⽅式得到最优排列．

解 将数对序列 P 按矩阵列写，其中第 k 列为数对 (ak, bk)， k = 1, 2, · · · , n，则 Tk(P ) 就是 a1 的位

置到 bk 的位置 (左上角到右下角) 的路径中，经过 (每次只能往右或往下移动) 的数之和 (定义为路径的长

度) 的最⼤值，如图所示．

a1 → a2 → a3 a4 a5

↓

b1 b2 b3 → b4 → b5
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(1) 根据题意，有 T1(P ) = 7，⽽ T2(P ) = 8，如图．

2 4

↓

5 → 1

(2) 根据题意，有

T2(P ) = a+ d+ max{b, c} = (a+ b+ c+ d)− min{b, c},

T2(P
′) = b+ c+ max{a, d} = (a+ b+ c+ d)− min{a, d},

其中 min{x, y} 表示 x, y 中的最小数．当 m = a 和 m = d 时，均有

min{b, c} ⩾ min{a, d},

从⽽有 T2(P ) ⩽ T2(P
′)．

(3) 可以按下图排列，使得路径符合要求 (路径不唯⼀，例如保证 (4, 6) 在 (16, 11) 左边，(11, 8) 和 (5, 2)

在 (16, 11) 右边的排法均可)．
4 → 11 → 16 11 5

↓

6 11 11 → 8 → 2

此时 T5(P ) = 52．

拓展 为了说明第 (3) 小题中数对序列的构造的过程，我们先证明⼀个引理．

引理 设 (ak, bk) 和 (ak+1, bk+1) 是数对序列 P 中的相邻两列，若 ak, bk, ak+1, bk+1 中的最小数为 ak+1

或 bk ，那么交换这两列后得到的数对序列 P ′ 满⾜ Tn(P
′) ⩽ Tn(P )．

引理的证明 数对序列 P 如图．

a1 a2 · · · ak−1 ak ak+1 ak+2 · · · an

b1 b2 · · · bk−1 bk bk+1 bk+2 · · · bn

按路径中“ ↓ ”发⽣的位置，列举出所有路径 li(P ) (表示路径中包含 ai → bi ) 的长度 Si(P )，其中 i =

1, 2, · · · , n，则

Si(P ) =
i∑

k=1

ak +
n∑

k=i

bk,

这样就有

Tn(P ) = max{S1(P ), S2(P ), · · · , Sn(P )}.

交换后的数对序列 P ′ 对应的路径 li(P
′) 均发⽣了改变，但是只有 Sk(P

′) 与 Sk+1(P
′) 发⽣了变化．
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根据第 (2) 小题的结果，有

max{Sk(P
′), Sk+1(P

′)} ⩽ max{Sk(P ), Sk+1(P )},

因此

Tn(P
′) = max{S1(P

′), S2(P
′), · · · , Sn(P

′)} ⩽ Tn(P ),

这样就证明了引理．

应用引理，可以先将数对序列优化为 (4, 6) 为第⼀列，同时 (5, 2) 为最后⼀列，接下来将 (11, 11) 和 (11, 8)

分别放在第⼆列和第四列的位置，⽽将 (16, 11) 安排在第三列的位置，可以使得结果最优．

由于调整过程可能不会改变 Tn(P ) 的值，因此实际上使得结果最优的排列⽅法并不唯⼀．事实上，使得

T5(P ) 达到最小值 52 的序列还有以下两个：

(4, 6), (16, 11), (11, 11), (11, 8), (5, 2); (11, 11), (4, 6), (16, 11), (11, 8), (5, 2).

2.2.2 调整次数问题

例题 2.2.3

(2015 年海淀⼆模) 对于数列 A : a1, a2, · · · , an ，经过变换 T ：交换 A 中某相邻两段的位置 (数列 A

中的⼀项或连续的⼏项称为⼀段)，得到数列 T (A)．例如，数列 A：

a1, · · · , ai, ai+1, · · · , ai+p︸ ︷︷ ︸
M

, ai+p+1, · · · , ai+p+q︸ ︷︷ ︸
N

, ai+p+q+1, · · · , an,

经交换 M 、N 两段位置，变换为数列 T (A)：

a1, · · · , ai, ai+p+1, · · · , ai+p+q︸ ︷︷ ︸
N

, ai+1, · · · , ai+p︸ ︷︷ ︸
M

, ai+p+q+1, · · · , an,

其中 p ⩾ 1， q ⩾ 1．设 A0 是有穷数列，令 Ak+1 = T (Ak) ( k = 0, 1, 2, · · · )．

(1) 如果数列 A0 为 3, 2, 1，且 A2 为 1, 2, 3，写出数列 A1 (写出⼀个即可)；

(2) 如果数列

A0 : 9, 8, 7, 6, 5, 4, 3, 2, 1,

A1 : 5, 4, 9, 8, 7, 6, 3, 2, 1,

A2 : 5, 6, 3, 4, 9, 8, 7, 2, 1,

A5 : 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9.

写出数列 A3 ，A4 (写出⼀组即可)；

(3) 如果数列 A0 为等差数列：2015, 2014, · · · , 1，An 为等差数列：1, 2, · · · , 2015，求 n 的最⼩值．
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解 (1) A1 : 2, 1, 3 或者 A1 : 1, 3, 2 或者 A1 : 3, 1, 2 或者 A1 : 2, 3, 1．

(2) A3 : 5, 6, 7, 2, 3, 4, 9, 8, 1，A4 : 5, 6, 7, 8, 1, 2, 3, 4, 9．

(3) 考虑数列 A : a1, a2, · · · , an 中满⾜ ai < ai+1 的数对 (ai, ai+1) 的个数，我们称之为“顺序数”．

等差数列 A0 : 2015, 2014, · · · , 1 的顺序数为 0 ，等差数列 An : 1, 2, · · · , 2015 的顺序数为 2014 ．

引理 1 对于⼀个数列，经过变换 T ，数列的顺序数⾄多增加 2．

事实上，假设“T 变换”前后的数列分别为

a, · · · , b, c, · · · , d︸ ︷︷ ︸, e · · · , f︸ ︷︷ ︸, g · · · , h
a, · · · , b, e, · · · , f︸ ︷︷ ︸, c · · · , d︸ ︷︷ ︸, g · · · , h

显然⾄多有三个数对位置变化．假设三个数对的元素都改变顺序，使得相应的顺序数增加，即由 b > c, d >

e, f > g 变为 b < e, f < c, d < g ，分别将三个不等式相加得 b+ d+ f > c+ e+ g 与 b+ d+ f < c+ e+ g

⽭盾．所以经过变换 T ，数列的顺序数⾄多增加 2．

引理 2 第⼀次和最后⼀次变换，顺序数均改变 1．

所以 2(n− 2) + 2 ⩾ 2014，即 n ⩾ 1008．

下面给出 n = 1008 的例⼦．

A0 : 2015, 2014, · · · , 1010, 1009︸ ︷︷ ︸, 1008, 1007︸ ︷︷ ︸, 1006, 1005, · · · , 2, 1
A1 : 1008, 1007, 2015, 2014, · · · , 1010︸ ︷︷ ︸, 1009, 1006︸ ︷︷ ︸, 1005, · · · , 2, 1
A2 : 1008, 1009, 1006, 1007, 2015, 2014, · · · , 1012, 1011︸ ︷︷ ︸, 1010, 1005︸ ︷︷ ︸, 1004, 1003, · · · , 2, 1
A3 : 1008, 1009, 1010, 1005, 1006, 1007, 2015, 2014, · · · , 1012︸ ︷︷ ︸, 1011, 1004︸ ︷︷ ︸, 1003, · · · , 2, 1

· · · · · · · · · · · ·

A1007 : 1008, · · · , 2014︸ ︷︷ ︸, 1, · · · , 1007︸ ︷︷ ︸, 2015
A1008 : 1, · · · , 1007, 1008, · · · , 2014, 2015

综上所述， n 的最小值为 1008．

例题 2.2.4

(2013 年海淀⼆模) 设 A 是由 m × n 个实数组成的 m ⾏ n 列的数表，如果某⼀⾏ (或某⼀列) 各

数之和为负数，则改变该⾏ (或该列) 中所有数的符号，称为⼀次”操作“．

(1) 数表 A 如表 1 所⽰，若经过两次”操作“，使得到的数表每⾏的各数之和与每列的各数之和均为⾮

负实数，请写出每次”操作“后所得的数表 (写出⼀种⽅法即可)；

表 2.1:
1 2 3 −7

−2 1 0 1
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(2) 数表 A 如表 2 所⽰，若必须经过两次”操作“，才可使得到的数表每⾏的各数之和与每列的各数之

和均为⾮负整数，求整数 a 的所有可能取值；

表 2.2:
a a2 − 1 −a −a2

2− a 1− a2 a− 2 a2

(3) 对由 m × n 个实数组成的 m ⾏ n 列的任意⼀个数表 A，能否经过有限次“操作”以后，使得到

的数表每⾏的各数之和与每列的各数之和均为⾮负实数? 请说明理由．

解 (1) ⽅法⼀：先改变第 4 列，再改变第 2 ⾏．

⽅法⼆：先改变第 2 ⾏，再改变第 4 列．

⽅法三：先改变第 1 列，再改变第 4 列．

(2) a = 0,−1．

(3) 因为每⼀次“操作”都会使得数表中所有数之和严格增加，⽽所有可能的数表只有有限多种，所以能经过

有限次“操作”以后，使得到的数表每⾏的各数之和与每列的各数之和均为非负实数．

2.2.3 调整⽅向问题

例题 2.2.5

(2012 年北京) 设 A 是由 m× n 个实数组成的 m ⾏ n 列的数表，满⾜：每个数的绝对值不⼤于 1

，且所有数的和为零．记 S (m,n) 为所有这样的数表构成的集合．对于 A ∈ S (m,n) ，记 ri (A) 为

A 的第 i ⾏各数之和 (1 ⩽ i ⩽ m) ， cj (A) 为 A 的第 j 列各数之和 (1 ⩽ j ⩽ n) ；记 k (A) 为

|r1 (A)| , |r2 (A)| , · · · , |rm (A)| , |c1 (A)| , |c2 (A)| , · · · , |cn (A)|

中的最⼩值．

(1) 对如下数表 A ，求 k (A) 的值；

1 1 −0.8

0.1 −0.3 −1

(2) 设数表 A ∈ S (2, 3) 形如

1 1 c

a b −1

求 k(A) 的最⼤值；

(3) 给定正整数 t ，对于所有的 A ∈ S (2, 2t+ 1) ，求 k (A) 的最⼤值．

解 (1) k(A) = 0.7 .
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(2) 由已知， a+ b+ c = −1，于是 c = −1− a− b，同时 −1 ⩽ c ⩽ 1，于是 −2 ⩽ a+ b ⩽ 0．因此

k(A) = min {|a+ 1|, |b+ 1|, |c− 1|, |2 + c|, |a+ b− 1|}

= min {a+ 1, b+ 1, a+ b+ 2, 1− a− b}

= min {a+ 1, b+ 1, 1− a− b}

⩽ (a+ 1) + (b+ 1) + (1− a− b)

3

= 1,

当且仅当 a = b = 0 时等号成立．所以 k(A) 的最⼤值为 1．

(3)

⽅法⼀ 对于给定的正整数 t ，任给数表 A ∈ S(2, 2t+ 1) 如下：

a1 a2 · · · a2t+1

b1 b2 · · · b2t+1

任意改变 A 的⾏次序或列次序，或把 A 中的每个数换成它的相反数，所得数表 A∗ ∈ S(2, 2t+ 1) ，并且

k(A) = k(A∗) ．因此，不妨设 r1(A) ⩾ 0 ，且 cj(A) ⩾ 0(j = 1, 2, · · · , t+ 1) ．

由 k(A) 的定义知， k(A) ⩽ r1(A), k(A) ⩽ cj(A)(j = 1, 2, · · · , t+ 1)．又因为

c1(A) + c2(A) + · · ·+ c2t+1(A) = 0,

所以

(t+ 2)k(A) ⩽ r1(A) + c1(A) + c2(A) + · · ·+ ct+1(A)

= r1(A)− ct+2(A)− · · · − c2t+1(A)

=
t+1∑
j=1

aj −
2t+1∑
j=t+2

bj

⩽ (t+ 1)− (−1) · t

= 2t+ 1,

所以 k(A) ⩽ 2t+ 1

t+ 2
．

对数表 A0 ：

第 1 列 第 2 列 · · · 第 t+ 1 列 第 t+ 2 列 · · · 第 2t+ 1 列

1 1 · · · 1 −1 +
t− 1

t(t+ 2)
· · · −1 +

t− 1

t(t+ 2)
t− 1

t+ 2

t− 1

t+ 2
· · · t− 1

t+ 2
−1 · · · −1

则 A0 ∈ S(2, 2t+ 1)，且 k (A0) =
2t+ 1

t+ 2
．

综上，对于所有的 A ∈ S(2, 2t+ 1) ， k(A) 的最⼤值为
2t+ 1

t+ 2
．
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⽅法⼆ 对数表 A1 ：

第 1 列 第 2 列 · · · 第 t+ 1 列 第 t+ 2 列 第 t+ 3 列 · · · 第 2t+ 1 列

1 1 · · · 1 −1 0 · · · 0

0 0 · · · 0 −1 −1 · · · −1

则 A1 ∈ S(2, 2t+ 1)，且 k (A1) = 1 ，故 k (A) 的最⼤值不小于 1．

对于给定的正整数 t ，任给数表 A ∈ S(2, 2t+ 1) 如下：

a1 a2 · · · a2t+1

b1 b2 · · · b2t+1

任意改变 A 的⾏次序或列次序，或把 A 中的每个数换成它的相反数，所得数表 A∗ ∈ S(2, 2t+ 1) ，并且

k(A) = k(A∗) ．因此，不妨设 r1(A) ⩾ 0 ，ci(A) ⩾ 0(i = 1, 2, · · · , p)，cj(A) < 0(j = p+1, p+2, · · · , 2t+1)，

且 p ⩾ t+ 1．

(i) 将 a1, a2, · · · , ap 调整⾄ 1， b1, b2, · · · , bp 调整⾄ a1 + b1 − 1, a2 + b2 − 1, · · · , ap + bp − 1，则此时由

0 ⩽ ai + bi ⩽ 2(i = 1, 2, · · · , p)，得 −1 ⩽ ai + bi − 1 ⩽ 1，于是此数表仍为 S(2, 2t + 1) 型数表，且此时

k(A) 不减．

(ii) 将 bp+1, bp+2, · · · , b2t+1 调整⾄ −1 ， ap+1, ap+2, · · · , a2t+1 调整⾄ ap+1 + bp+1 + 1, ap+2 + bp+2 +

1, · · · , a2t+1+b2t+1+1 ，则此时由 −2 ⩽ aj +bj < 0(j = p+1, p+2, · · · , 2t+1) ，得 −1 ⩽ aj +bj +1 < 1，

于是此数表仍为 S(2, 2t+ 1) 型数表，且此时 k(A) 不减．

(iii) 经过 (i)(ii) 的调整，此时数表如下：

第 1 列 第 2 列 · · · 第 p 列 第 p+ 1 列 第 p+ 2 列 · · · 第 2t+ 1 列

1 1 · · · 1 ap+1 ap+2 · · · a2t+1

b1 b2 · · · bp −1 −1 · · · −1

若 b1, b2, · · · , bp 中有负数或 ap+1, ap+2, · · · , a2t+1 中有正数，则 k(A) < 1．故只需考虑 b1, b2, · · · , bp ⩾ 0

且 ap+1, ap+2, · · · , a2t+1 ⩽ 0 的情形即可．

易知当 k(A) 取得最⼤值时， b1 = b2 = · · · = bp, ap+1 = ap+2 = · · · = a2t+1 ．此时数表如下：

第 1 列 第 2 列 · · · 第 p 列 第 p+ 1 列 第 p+ 2 列 · · · 第 2t+ 1 列

1 1 · · · 1 y y · · · y

x x · · · x −1 −1 · · · −1

其中 x ⩾ 0, y ⩽ 0．

令 q = 2t+ 1− p，则 p+ q = 2t+ 1, p(1 + x) + q(y − 1) = 0．因此

k(A) = min{1 + x, 1− y, p+ qy} = min{1 + x, p+ qy} ⩽ p(1 + x) + (p+ qy)

p+ 1
=

2t+ 1

p+ 1
⩽ 2t+ 1

t+ 2
.

对数表 A0 ：

第 1 列 第 2 列 · · · 第 t+ 1 列 第 t+ 2 列 · · · 第 2t+ 1 列

1 1 · · · 1 −1 +
t− 1

t(t+ 2)
· · · −1 +

t− 1

t(t+ 2)
t− 1

t+ 2

t− 1

t+ 2
· · · t− 1

t+ 2
−1 · · · −1
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则 A0 ∈ S(2, 2t+ 1)，且 k (A0) =
2t+ 1

t+ 2
．

综上，对于所有的 A ∈ S(2, 2t+ 1) ， k(A) 的最⼤值为
2t+ 1

t+ 2
．

2.2.4 课后习题

习题 2.2.1 (2016 年西城⾼三第⼀学期期末) 在数字 1, 2, · · · , n(n ⩾ 2) 的任意⼀个排列 A : a1, a2, · · · , an
中，如果对于 i, j ∈ N∗, i < j ，有 ai > aj ，那么就称 (ai, aj) 为⼀个逆序对．记排列 A 中逆序对的个数

为 S(A)．

如 n = 4 时，在排列 B : 3, 2, 4, 1 中，逆序对有 (3, 2), (3, 1), (2, 1), (4, 1)，则 S(B) = 4．

(1) 设排列 C : 3, 5, 6, 4, 1, 2，写出 S(C) 的值；

(2) 对于数字 1, 2, · · · , n 的⼀切排列 A，求所有 S(A) 的算术平均值；

(3) 如果把排列 A : a1, a2, · · · , an 中两个数字 ai, aj(i < j) 交换位置，⽽其余数字的位置保持不变，那么

就得到⼀个新的排列 A′ : b1, b2, · · · , bn ，求证： S(A) + S(A′) 为奇数．

解 (1) 10 .

(2) n(n− 1)

4
.

(3) 情形 1，若 ai, aj(i < j) 相邻，则易知 S(A) 与 S(A′) 的奇偶性相反．

情形 2，若 ai, aj(i < j) 不相邻，假设 ai, aj(i < j) 之间有 s 个数，则 ai, aj(i < j) 的对换可以通过

2s+1 次相邻位置的对换来实现．2s+1 是奇数，⽽相邻位置的对换改变逆序对个数的奇偶性，所以 S(A)

与 S(A′) 的奇偶性相反．

综上所述，可知 S(A) + S(A′) 为奇数．

注 逆序对的概念在置换群的讨论、⾏列式的计算中均有重要应用．

习题 2.2.2 (2013 年西城⾼三期末) 已知⼀个 n× n 的数表 A 中的所有数

aij ∈ {−1, 1}, 其中 i, j ⩽ n, i, j ∈ N∗.

记 ri(A) 为 A 的第 i ⾏中各数之积， cj(A) 为 A 中第 j 列各数之积．令

l(A) =
n∑

i=1

ri(A) +
n∑

j=1

cj(A).

(1) 请写出⼀个 4× 4 的数表 A，使得 l(A) = 0；

(2) 是否存在 9× 9 的数表 A，使得 l(A) = 0 ? 说明理由；

(3) 给定正整数 n，对于所有的 n× n 的数表 A，求 l(A) 的取值集合．

解 (1) 第⼀⾏取 −1，其余各数均为 1 即可；

(2) 不存在；

(3) 从全 1 的数表调整，每次将其中的 1 逐⼀调整为 −1，可得 l(A) 的取值集合为

{2n− 4k|0 ⩽ k ⩽ n, k ∈ Z}.
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习题 2.2.3 (2011 年西城⼀模) 定义 τ(a1, a2, · · · , an) = |a1 − a2| + |a2 − a3| + · · · + |an−1 − an| 为有限项

数列 {an} 的波动强度．

(1) 当 an = (−1)n 时，求 τ(a1, a2, · · · , a100)；

(2) 若数列 a, b, c, d 满⾜ (a− b)(b− c) > 0，求证： τ(a, b, c, d) ⩽ τ(a, c, d, b, d)；

(3) 设 {an} 的各项均不相等，且交换数列 {an} 中的任何相邻两项的位置，都会使得数列的波动强度增加，

求证：数列 {an} ⼀定是递增数列或递减数列．

解 (1)198；

(2) 用分析法，利用绝对值不等式容易证明；

(3) 用反证法，利用 (2) 的结论容易证明．



第三章 进阶篇

3.1 递推与递归

3.1.1 由简单递推到复杂

例题 3.1.1

(2016 年朝阳⼆模) 已知集合 S =

ß
k

∣∣∣∣1 ⩽ k ⩽ 3n − 1

2
, k ∈ N∗

™
( n ⩾ 2，且 n ∈ N∗ )．若存在⾮

空集合 S1, S2, · · · , Sn ，使得 S = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn ，且 Si ∩ Sj = ∅ ( 1 ⩽ i < j <⩽ n )，并

∀x, y ∈ Si(i = 1, 2, · · · , n)，都有 x− y /∈ Si ，则称集合 S 具有性质 P ，Si ( i = 1, 2, · · · , n ) 称为集

合 S 的 P ⼦集．

(1) 当 n = 2 时，试说明集合 S 具有性质 P ，并写出相应的 P ⼦集 S1, S2 ；

(2) 若集合 S 具有性质 P ，集合 T 是集合 S 的⼀个 P ⼦集，设 T ′ = {s + 3n|s ∈ T}，求证：

∀x, y ∈ T ∪ T ′ ， x > y ，都有 x− y /∈ T ∪ T ′ ；

(3) 求证：对任意正整数 n ⩾ 2，集合 S 具有性质 P ．

解 (1) S1 = {1, 4}, S2 = {2, 3}；

(2) 略；

(3) 设 S(n) 的 P ⼦集为 S1, S2, · · · , Sn ，则由第 (2) 小题的结论，有 S(n+ 1) 的 P ⼦集为

S1 ∪ S′
1, S2 ∪ S′

2, · · · , Sn ∪ S′
n,

ß
3n + 1

2
,
3n + 3

2
, · · · , 3

n + 3n

2

™
.

例题 3.1.2

将 1, 2, · · · , n 排成⼀列，要求：除左边的第⼀个数外，每个数都与它左边 (未必相邻) 的某个数相差

1，将此种排列称为“ n 排列”．⽐如当 n = 2 时，有 (1, 2), (2, 1) 共 2 种“ 2 排列”；当 n = 3 时，有

(1, 2, 3), (2, 1, 3), (2, 3, 1),

(3, 2, 1) 共 4 种“ 3 排列”．

(1) 请写出所有的“ 4 排列”；

39
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(2) 请写出“ n 排列”结尾数字的所有可能情形，并加以证明；

(3) 证明：“ n 排列”共有 2n−1 个．

解 (1) 共 8 种“ 4 排列：(1, 2, 3, 4)，(2, 1, 3, 4)，(2, 3, 1, 4)，(3, 2, 1, 4)，(2, 3, 4, 1)，(3, 2, 4, 1)，(3, 4, 2, 1)，

(4, 3, 2, 1)．

(2)“ n 排列”的结尾数字只能是 1 或 n．

首先证明以下引理：

引理 任何“ n+ 1 排列”中去掉数字 n+ 1 后的 n 个数⼀定组成“ n 排列”．

事实上，若“ n+ 1 排列”中 n+ 1 排在 n 的右边，那么去掉这个数对其他所有数都没有影响，因此组成“ n

排列”；若“ n+ 1 排列”中 n+ 1 排在 n 的左边，那么 n+ 1 只可能排在左边第⼀位，此时去掉这个数对

其他所有数都没有影响，因此组成“ n 排列”．

根据引理，任何⼀个“ n+ 1 排列”都必然由某个“ n 排列”通过在适当的位置添加 n+ 1 得到．

接下来用数学归纳法证明原命题．

归纳基础显然成立．

假设任何“ n 排列”的结尾是 1 或 n，那么对于“ n+ 1 ”排列，只有两种可能：

⽅式⼀ 当“ n 排列”以 n 结尾时，直接在结尾添加 n+ 1，此时符合题意；

⽅式⼆ 当“ n 排列”以 1 结尾时，或者直接在结尾添加 n+ 1，或者将 n+ 1 添加在非结尾的位置 (此时

“ n+ 1 排列”以 1 结尾)，均符合题意．

综上所述，“ n 排列”的结尾数字只能是 1 或 n．

(3) 用数学归纳法证明．

归纳基础显然成立．

假设“ n 排列”共有 2n−1 个，那么考虑“ n+ 1 排列”可以通过两种⽅式得到：

⽅式⼀ 直接在“ n 排列”的结尾添加 n+ 1，因此以 n+ 1 结尾的“ n+ 1 排列”有 2n−1 个；

⽅式⼆ “ n 排列”的每个数都增加 1，然后在结尾添加 1，因此以 1 结尾的“ n+ 1 排列”有 2n−1 个．

综上所述，“ n 排列”共有 2n−1 个．

3.1.2 将复杂递推到简单

例题 3.1.3

(2012 年东城⼀模理) 若对于正整数 k ， g(k) 表⽰ k 的最⼤奇数因数，例如 g(3) = 3， g(10) = 5．

设 Sn = g(1) + g(2) + g(3) + g(4) + · · ·+ g(2n) .

(1) 求 g(6)， g(20) 的值；

(2) 求 S1 , S2 , S3 的值；

(3) 求数列 {Sn} 的通项公式．

解 (1) g(6) = 3， g(20) = 5 .

(2) S1 = g(1) + g(2) = 2 ;

S2 = g(1) + g(2) + g(3) + g(4) = 1 + 1 + 3 + 1 = 6 ;
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S3 = g(1) + g(2) + g(3) + g(4) + · · ·+ g(8) = 1 + 1 + 3 + 1 + 5 + 3 + 7 + 1 = 22 .

(3) 考虑到 g(2k) = g(k)，于是

Sn = g(1) + g(2) + g(3) + g(4) + · · ·+ g(2n)

= [g(1) + g(3) + g(5) + · · ·+ g(2n − 1)] + [g(2) + g(4) + · · ·+ g(2n)]

= (1 + 3 + · · ·+ 2n − 1) + Sn−1.

于是

Sn − Sn−1 = 22n−2.

⽽ S1 = 2 , 所以

Sn =
22n + 2

3
=

1

3
(4n + 2) , n ∈ N ∗.

例题 3.1.4

(2016 年西城⼀模) 设数列 {an} 和 {bn} 的项数均为 m ，则将数列 {an} 和 {bn} 的距离定义为
m∑
i=1

|ai − bi|．

(1) 给出数列 1, 3, 5, 6 和数列 2, 3, 10, 7 的距离；

(2) 设 A 为满⾜递推关系 an+1 =
1 + an
1− an

的所有数列 {an} 的集合， {bn} 和 {cn} 为 A 中的两个

元素，且项数均为 m ，若 b1 = 2, c1 = 3 ， {bn} 和 {cn} 的距离⼩于 2016，求 m 的最⼤值；

(3) 记 S 是所有 7 项数列 {an | 1 ⩽ n ⩽ 7, an = 0, 1} 的集合，T ⊆ S ，且 T 中任何两个元素的距

离⼤于或等于 3，证明： T 中的元素个数⼩于或等于 16．

解 (1) 7 .(2) 3455 .

(3) 假设 T 中的元素个数⼤于或等于 17．因为仅由数列 {an} 的前三项构成的数组 (a1, a2, a3) 有且只有

8 个，故这 17 个元素 (即数列) 之中必有 3 的前 3 项相同，这 3 个元素的后四项分别为

(a4, a5, a6, a7), (b4, b5, b6, b7), (c4, c5, c6, c7),

则在 (a4, a5, a6, a7) 和 (b4, b5, b6, b7) 的距离不小 3 的情况下，(c4, c5, c6, c7) 与 (a4, a5, a6, a7), (b4, b5, b6, b7)

的距离之和必然不超过 5，⽭盾．所以 T 中的元素个数小于或等于 16．

注 T 中的元素个数等于 16 的构造如下：

(0, 0, 0, 0, 0, 0, 0), (0, 0, 0, 0, 1, 1, 1), (0, 0, 1, 1, 0, 0, 1), (0, 0, 1, 1, 1, 1, 0),

(0, 1, 0, 1, 0, 1, 0), (0, 1, 0, 1, 1, 0, 1), (1, 0, 0, 1, 1, 0, 0), (1, 0, 0, 1, 0, 1, 1),

(0, 1, 1, 0, 1, 0, 0), (0, 1, 1, 0, 0, 1, 1), (1, 0, 1, 0, 0, 1, 0), (1, 0, 1, 0, 1, 0, 1),

(1, 1, 0, 0, 0, 0, 1), (1, 1, 0, 0, 1, 1, 0), (1, 1, 1, 1, 0, 0, 0), (1, 1, 1, 1, 1, 1, 1).
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3.1.3 课后习题

习题 3.1.1 (2016 年 3 ⽉北京市部分学校⾼三联考) 定义 abc 是⼀个三位数，其中各数位上的数字

a, b, c ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9},

且不全相同．定义如下运算 f ：把 abc 的三个数字 a, b, c ⾃左到右分别由⼤到⼩排列和由⼩到⼤排列 (若

⾮零数字不⾜三位则在前⾯补 0 )，然后⽤“较⼤数”减去“较⼩数”．例如：f(100) = 100−001 = 099, f(102) =

210−012 = 198．如下定义⼀个三位数序列：第⼀次实施运算 f 的结果记为 a1b1c1 ，对于 n > 1 且 n ∈ N，

anbncn = f
(
an−1bn−1cn−1

)
．将 anbncn 的三个数字中的最⼤数字与最⼩数字的差记为 dn ．

(1) 当 abc = 636 时，求 a1b1c1 ， a2b2c2 及 d2 的值；

(2) 若 d1 = 6，求证：当 n > 1 时， dn = 5；

(3) 求证：对任意三位数 abc， n ⩾ 6 时， anbncn = 495．

解 (1) a1b1c1 = 297， a2b2c2 = 693， d2 = 6．

(2) 易知， f
(
anbncn

)
= 99dn ．

下面我们用数学归纳法来证明“当 n > 1 时， dn = 5 ”．

(i) n = 2 时，因为 d1 = 6，所以

a2b2c2 = f
(
a1b1c1

)
= 594,

故 d2 = 5．

所以 n = 2 时，要证的命题成立．

(ii) 假设 n = k > 1 时要证的命题成立，即 dk = 5．则 n = k + 1 时，

ak+1bk+1ck+1 = f
(
akbkck

)
= 99dk = 495,

所以 dk+1 = 5．

故 n = k + 1 时，要证的命题也成立．

综合 (i)(ii) 可知，命题“当 n > 1 时， dn = 5 ”成立．

(3) 易知， d ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}．

因为

a1b1c1 = f
(
abc

)
= 99d = d00− 00d,

所以 a1 = d− 1, b1 = 9, c1 = 10− d，故

d1 =

10− d, d ⩽ 5,

d− 1, d > 5,

因此 d1 ∈ {5, 6, 7, 8, 9}．

若 d1 = 5，则 a2b2c2 = a3b3c3 = · · · = 495；

若 d1 = 6，则 d2 = 5，故 a3b3c3 = a4b4c4 = · · · = 495；
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若 d1 = 7，则 d2 = 6, d3 = 5，故 a4b4c4 = a5b5c5 = · · · = 495；

若 d1 = 8，则 d2 = 7, d3 = 6, d4 = 5，故 a5b5c5 = a6b6c6 = · · · = 495；

若 d1 = 9，则 d2 = 8, d3 = 7, d4 = 6, d5 = 5，故 a6b6c6 = a7b7c7 = · · · = 495．

综上所述，对任意三位数 abc，当 n ⩾ 6 时，均有 anbncn = 495．

注 这个问题叫做“Kaprekar 问题”，由印度数学家 Kaprekar 在 1949 年提出．我们还可以证明，对于各个数

位上的数字不全相同的四位数来说，最多进⾏ 7 次题中所描述的操作，即可得到常数 6174．

习题 3.1.2 (2013 年朝阳⾼三期末考试) 将正整数 1， 2， 3， 4， · · · ， n2(n ⩾ 2) 任意排成 n ⾏ n 列

的数表．对于某⼀个数表，计算各⾏和各列中的任意两个数 a , b(a > b) 的⽐值 a

b
，称这些⽐值中的最⼩值

为这个数表的“特征值”．

(1) 当 n = 2 时，试写出排成的各个数表中所有可能的不同“特征值”．

(2) 若 aij 表⽰某个 n ⾏ n 列数表中第 i ⾏第 j 列的数 (1 ⩽ i ⩽ n, 1 ⩽ j ⩽ n)，且满⾜ aij =i+ (j − i− 1)n, i < j,

i+ (n− i+ j − 1)n, i ⩾ j

. 请分别写出 n = 3 , 4 , 5 时数表的“特征值”，并由此归纳此类数表的特征值

(不必证明)；

(3) 对于由正整数 1，2，3，4 , · · · , n2 排成的 n ⾏ n 列的任意数表，记其“特征值”为 λ，求证 λ ⩽ n+ 1

n
.

解 (1) 3

2
，

4

3
.

(2)
7 1 4

5 8 2

3 6 9

4

3
.

13 1 5 9

10 14 2 6

7 11 15 3

4 8 12 16

5

4
.

21 1 6 11 16

17 22 2 7 12

13 18 23 3 8

9 14 19 24 4

5 10 15 20 25

6

5
.
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归纳猜想
n+ 1

n
.

(3) 考虑 n 个较⼤的数 n2 − n+ 1， n2 − n+ 2， · · · ， n2 ．

第⼀种情况，若这 n 个数既不同⾏也不同列，考虑 n2 −n 这个数，必然存在两个数与之同⾏或同列，于是

λ ⩽ n2 − 1

n2 − n
=

n+ 1

n
;

第⼆种情况，若这 n 个数有两数同⾏或同列，考虑这两个同⾏或同列的数，于是

λ ⩽ n2

n2 − n+ 1
⩽ n2 − 1

n2 − n
=

n+ 1

n
.

由此命题得证．
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3.2 集合与对应

3.2.1 ⼀⼀映射

例题 3.2.1

已知数集 A = {a1, a2, · · · , an} (0 ⩽ a1 < a2 < · · · < an, n ⩾ 3) 具有性质 P : 对任意的 i， j ( 1 ⩽
i ⩽ j ⩽ n )， ai + aj 与 ai − aj 两数中⾄少有⼀个属于 A．

(1) 分别判断数集 {0, 1, 3} 与 {0, 2, 4, 6} 是否具有性质 P , 说明理由；

(2) 求证： a2 + a3 + · · ·+ an =
n

2
an ；

(3) 已知数集 A = {a1, a2, · · · , an} ( (0 ⩽ a1 < a2 < · · · < an, n ⩾ 3) ) 具有性质 P , 请探究 n 为何值

时， a1 ， a2 ， · · · ， an ⼀定组成等差数列．

解 (1) {0, 1, 3} 不具有性质 P ; {0, 2, 4, 6} 具有性质 P ;

(2) 根据题意，

an + an > an + an−1 > an + an−2 > · · · > an + a1 = an,

所以

an − an < an − an−1 < an − an−2 < · · · < an − a1,

且这些数均在 A 中．因此

an − an = a1, an − an−1 = a2, an − an−2 = a3, · · · , an − a1 = an · · · ,

即

a1 + an = a2 + an−1 = · · · = an + a1 = an,

从⽽原命题得证．

(3) n = 3 时， a1 = 0， a3 = 2a2 ， a1 ， a2 ， a3 组成等差数列；

当 n = 4 时， a1 = 0， a2 + a3 = a4 即可，如 {0, 2, 3, 5}，不⼀定组成等差数列；

当 n ⩾ 5 时， a1 = 0，与 2 类似，

an−1 + an−1 > an−1 + an−2 > an−1 + an−3 > · · · > an−1 + a3 > an−1 + a2 = an,

于是

an−1 − an−1 < an−1 − an−2 < an−1 − an−3 < · · · < an−1 − a3 < an−1 − a2 < an−1 − a1 < an,

且这些数均在 A 中．

因此 an−1 − an−1 = a1 ， an−1 − an−2 = a2 ， an−1 − an−3 = a3 ， · · · ， an−1 − a1 = an−1 , an = an · · · Á
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综上所述，有

an − an−1 = an−1 − an−2 = an − an−2 = an−1 − an−3 = · · · = an − a2 = an−1 − a1.

即

an − an−1 = an−1 − an−2 = an−2 − an−3 = · · · = a2 − a1.

因此 a1 ， a2 ， · · · ， an 为等差数列．

例题 3.2.2

(2015 年 5 ⽉北京市部分学校⾼三联考) 对给定的正整数 n，若存在若⼲个正整数 a1, a2, · · · , ak ，满

⾜ a1 + a2 + · · · + ak = n(k = 1, 2, · · · )，且 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ ak ，则称数列 a1, a2, · · · , ak 为正整数

n 的⼀个“友数列”．若 n 的所有友数列的个数记为 Mn ，对任意⼀个友数列 σn
i (i = 1, 2, · · · ,Mn)，

A (σn
i ) 表⽰数列中数字 1 出现的个数，B (σn

i ) 表⽰数列中出现的不同数字的个数，则研究下列问题：

(1) 当 n = 4 时，分别写出 M4,
M4∑
i=1

A
(
σ4
i

)
,
M4∑
i=1

B
(
σ4
i

)
；

(2) 计算
M5∑
i=1

A
(
σ5
i

)
，并⽐较其与 M4 +M3 +M2 +M1 + 1 的⼤⼩；

(3) 对给定的正整数 n，试⽐较
Mn∑
i=1

A (σn
i ) 与

Mn∑
i=1

B (σn
i ) 的⼤⼩，并说明理由．

解 (1) M4 = 5,
M4∑
i=1

A
(
σ4
i

)
= 7,

M4∑
i=1

B
(
σ4
i

)
= 7 .

(2) 因为
M5∑
i=1

A
(
σ5
i

)
= 12，M4 + M3 + M2 + M1 + 1 = 5 + 3 + 2 + 1 + 1 = 12，所以

M5∑
i=1

A
(
σ5
i

)
=

M4 +M3 +M2 +M1 + 1．

(3) 对给定的正整数 n，⼀⽅面，在所有 Mn 个友数列中，首项为 1 的有 Mn−1 个，第⼆项为 1 的有

Mn−2 个， · · · ，第 n− 1 项为 1 的有 M1 = 1 个，第 n 项为 1 的有 1 个，因此

Mn∑
i=1

A (σn
i ) = Mn−1 +Mn−2 + · · ·+M2 +M1 + 1.

另⼀⽅面，在所有 Mn 个友数列中，从含有 1 的⼀个友数列里去掉⼀个 1，则成为 n− 1 的⼀个友数列，

共有 Mn−1 个；从含有 2 的⼀个友数列里去掉⼀个 2，则成为 n − 2 的⼀个友数列，共有 Mn−2 个；

· · · ；从含有 n− 1 的⼀个友数列里去掉⼀个 n− 1，则成为 1 的⼀个友数列，共有 M1 个; 最后加上含

有 n 的 1 个友数列．因此

Mn∑
i=1

B (σn
i ) = Mn−1 +Mn−2 + · · ·+M2 +M1 + 1.

综上所述，
Mn∑
i=1

A (σn
i ) =

Mn∑
i=1

B (σn
i )．

3.2.2 单射与满射
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例题 3.2.3

(2012 年海淀⼆模) 将⼀个正整数 n 表⽰为 a1+a2+ · · ·+ap (p ∈ N ∗) 的形式，其中 ai ∈ N ∗ ，i = 1，

2， · · · ， p，且 a1 ⩽ a2 ⩽ · · · ⩽ ap ，记所有这样的表⽰法的种数为 f (n) (如 4 = 4， 4 = 1 + 3，

4 = 2 + 2， 4 = 1 + 1 + 2， 4 = 1 + 1 + 1 + 1，故 f (4) = 5 )．

(1) 写出 f (3)， f (5) 的值，并说明理由；

(2) 对任意正整数 n，⽐较 f (n+ 1) 与 1

2
[f (n) + f (n+ 2)] 的⼤⼩，并给出证明；

(3) 当正整数 n ⩾ 6 时，求证： f (n) ⩾ 4n− 13．

解 (1) 因为 3 = 3， 3 = 1 + 2， 3 = 1 + 1 + 1，所以

f (3) = 3.

因为 5 = 5，5 = 2+3，5 = 1+4，5 = 1+1+3，5 = 1+2+2，5 = 1+1+1+2，5 = 1+1+1+1+1，

所以

f (5) = 7.

(2) 因为 f(1) = 1， f(2) = 2， f(3) = 3， f(4) = 5， f(5) = 7 , f(6) = 11， f(7) = 15 , · · · . f (n+ 1) ⩽
1

2
[f (n) + f (n+ 2)] , 只需要证明

f (n+ 2)− f (n+ 1) ⩾ f (n+ 1)− f (n) .

证明如下：

注意到在 n 的所有表示法前加上“ 1+ ”就可以得到 (n + 1) 的表示法中以 1 为第⼀项的表示法，因此

(n+ 1) 的表示法中以 1 为第⼀项的有 f(n) 种，因此不以 1 为第⼀项的有 f(n+ 1)− f(n) 种；

类似的， n+ 2 的表示法中所有不以 1 为第⼀项的表示法中的最后⼀项加上 1 就可以得到 n+ 2 的表示

法中不以 1 为第⼀项的表示法，且这些表示法均不相同．所以

f(n+ 2)− f(n+ 1) ⩾ f(n+ 1)− f(n).

综上，命题得证．

(3) 法⼀

根据 (2), f(n + 2) − f(n + 1) ⩾ f(n + 1) − f(n) . ⽽ f(6) = 11， f(7) = 15，所以 f(7) − f(6) = 4，

f(8)− f(7) ⩾ 4， f(9)− f(8) ⩾ 4 , · · · ， f(n)− f(n− 1) ⩾ 4，其中 k ∈ N ∗ , 累加就有

f(n)− f(6) ⩾ 4(n− 6),

即

f(n) ⩾ 4n− 13.
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法⼆

由于当 n = 6 时，f(6) = 11，命题成立；由此只需证明 n ⩾ 6 时，f(n+1)− f(n) ⩾ 4 即可．在 (n+1)

的表示法中，以 1 为第⼀项的有 f(n) 个；考虑 (n+ 1) 的表示法中不以 1 为第⼀项的，⾄少有三类：

第⼀类， 1 个数的， (n+ 1) = (n+ 1)，共 1 个；

第⼆类，2 个数的，(n+1) = 2+(n−1)，(n+1) = 3+(n−2)，· · · ，(n+1) =

ï
n+ 1

2

ò
+(n+ 1)−

ï
n+ 1

2

ò
︸ ︷︷ ︸，

⾄少有 2 个；

第三类， 3 个数的， (n+ 1) =

ï
n+ 1

3

ò
+

ï
n+ 1

3

ò
+ (n+ 1)− 2

ï
n+ 1

3

ò
︸ ︷︷ ︸ , · · · ，⾄多有 1 个．

从⽽ f(n+ 1)− f(n) ⩾ 4 .

3.2.3 课后习题

习题 3.2.1 (2007 年北京) 已知集合 A = {a1, a2, · · · , ak}(k ⩾ 2)，其中 ai ∈ Z(i = 1, 2, · · · , k)．由 A 中

的元素构成两个相应的集合： S = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ A, a+ b ∈ A}, T = {(a, b)|a ∈ A, b ∈ A, a− b ∈ A}．其

中 (a, b) 是有序数对，集合 S 和 T 中的元素个数分别为 m 和 n．若对于任意的 a ∈ A，总有 −a /∈ A，

则称集合 A 具有性质 P ．

(1) 检验集合 {0, 1, 2, 3} 与集合 {−1, 2, 3} 是否具有性质 P ，并对其中具有性质 P 的集合，写出相应的

集合 S 和 T ；

(2) 对任何具有性质 P 的集合 A，证明： n ⩽ k(k − 1)

2
；

(3) 判断 m 和 n 的⼤⼩关系，并证明你的结论．

解 (1) 集合 {0, 1, 2, 3} 不具有性质 P ．

集合 {−1, 2, 3} 具有性质 P ，其相应的集合 S 和 T 分别是 S = {(−1, 3), (3,−1)}, T = {(2,−1), (2, 3)}．

(2) 注意 C2
k =

k(k − 1)

2
．

(3) m = n．
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3.3 构造与论证

3.3.1 利⽤提⽰构造

例题 3.3.1

(2014 年海淀⼀模) 在平⾯直⾓坐标系中，对于任意相邻三点都不共线的有序整点列 (整点即横纵坐标

都是整数的点)，A(n) : A1, A2, · · · , An 与 B(n) : B1, B2, · · · , Bn ，其中 n ⩾ 3，若同时满⾜：

À A1 = B1, An = Bn ；

Á 线段 AiAi+1 ⊥ BiBi+1 ，其中 i = 1, 2, · · · , n− 1，

则称 A(n) 与 B(n) 互为正交点列．

(1) 求 A(3) : A1(0, 2), A2(3, 0), A3(5, 2) 的正交点列；

(2) 判断 A(4) : A1(0, 0), A2(3, 1), A3(6, 0), A4(9, 1) 是否存在正交点列 B(4)，并说明理由；

(3) 判断对于任意 n ⩾ 5， n ∈ N，是否都存在⽆正交点列的有序整点列 A(n)，并证明你的结论．

解 B(3) : B1(0, 2), B2(2, 5), B3(5, 2)．

(2) 记

A′(n) :
#         »

A1A2,
#         »

A2A3 · · · ,
#                »

An−1An,

则

A′(4) : (3, 1), (3,−1), (3, 1),

于是

B′(4) : λ1(1,−3), λ2(1, 3), λ3(1,−3).

式中 λi ∈ N, i = 1, 2, 3．因此 λ1 + λ2 + λ3 = 9,

−3λ1 + 3λ2 − 3λ3 = 1.

⽭盾．

因此 A(4) : A1(0, 0), A2(3, 1), A3(6, 0), A4(9, 1) 不存在正交点列 B(4)．

(3) 结论是肯定的，构造如下：当 n 为偶数时，取

A1(0, 0), A
′(n) : (3, 1), (3,−1), (3, 1), (3,−1), · · · , (3, 1).

当 n 为奇数时，取

A1(0, 0), A
′(n) : (3, 1), (3,−1), (3, 1), (3,−1), · · · , (3, 1), (3,−2).

证明与 (2) 类似．
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例题 3.3.2

(2014 年江苏) 设数列 {an} 的前 n 项和为 Sn ．若对任意正整数 n，总存在正整数 m，使得 Sn = am ，

则称 {an} 是“H 数列”．

(1) 若数列 {an} 的前 n 项和 Sn = 2n (n ∈ N∗)，证明： {an} 是“H 数列”；

(2) 设 {an} 是等差数列，其⾸项 a1 = 1，公差 d < 0．若 {an} 是“H 数列”，求 d 的值；

(3) 证明：对任意的等差数列 {an}，总存在两个“H 数列” {bn} 和 {cn}，使得 an = bn + cn (n ∈ N∗)

成⽴．

分析 第 (1) 小题直接按照“H 数列”的定义证明即可．第 (2) 小题中对核⼼条件 Sn = am 进⾏代数变形，考

虑边界条件就可以确定 d 的取值．第 (3) 小题在第 (2) 小题的基础上，对 a1 = −d 的情形进⾏扩充，可

得 a1 = kd，其中 k = −1, 0, 1, 2, · · · 时的等差数列均为“H 数列”，然后对等差数列 {an} 的通项稍加变形

即得．

解 (1) 若数列 Sn = 2n ( n ∈ N∗ )，则

an =

2, n = 1,

2n−1, n ⩾ 2,

因此对任意正整数 n，均有

Sn = 2n = an+1,

因此数列 {an} 是“H 数列”．

(2) 根据题意，对任意正整数 n，存在正整数 m，使得 Sn = am ，即

na1 +
1

2
n(n− 1)d = a1 + (m− 1)d,

也即

m = 1 +
n− 1

d
+

n(n− 1)

2
,

取 n = 2，则有

m = 2 +
1

d
, 即 d =

1

m− 2
,

⽽ m 是正整数， d < 0，因此 d = −1．

⽽当 d = −1 时，对任意正整数 n，均存在正整数

m = 2− n+
n(n− 1)

2

使得 Sn = am ，因此 {an} 是“H 数列”．

综上， d 的值为 −1．
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(3) 与第 (2) 小题类似，可得对公差为 d 的等差数列 {xn} ⽽⾔， Sn = am 成立等价于

m = 1 +
(n− 1)x1

d
+

n(n− 1)

2
,

因此当 x1 = 0 或 x1 = d 时， {xn} 均为“H 数列”，也即数列 {nd} 和数列 {(n− 1)d} 均为“H 数列”．

设等差数列 {an} 的公差为 d0 ，则

an = a1 + (n− 1)d0 = n · a1 + (n− 1) · (d0 − a1),

⽽数列 {n · a1} 和数列 {(n− 1) · (d0 − a1)} 均为“H 数列”，因此原命题得证．

注 下面给出此题的⼀般结论．

首先证明⼀个引理：公差为 d 的等差数列 {an} 是“H 数列”的充要条件是 a1 = kd， k 为整数，且

k ⩾ −1．

(i) 必要性．

设 an = a1 + (n− 1) d，则 Sn = na1 +
n (n− 1)

2
d，考虑 S2 = am ，有 a1 = (m− 2) d．令 k = m− 2，

则 a1 = kd， k 为整数，且 k ⩾ −1．

(ii) 充分性．

当 a1 = kd，k 为整数，且 k ⩾ −1 时，an = (n+ k − 1) d，Sn =

ï
n (n− 1)

2
+ kn

ò
d．若 Sn = am ，则ï

n (n− 1)

2
+ kn

ò
d = (m+ k − 1) d.

情形 1.

若 d ̸= 0，则 m =
n (n− 1)

2
+ k (n− 1) + 1 ∈ Z．⽽

m =
(n− 1) (n+ 2k)

2
+ 1 ⩾ (n− 1) (n− 2)

2
+ 1 ⩾ 1,

所以对任意正整数 n，总存在正整数 m，使得 Sn = am ，从⽽ {an} 是“H 数列”．

情形 2.

若 d = 0， {an} 显然是“H 数列”．

引理证毕．

利用引理，可以给出此题 {bn} 和 {cn} 的所有形式．

设 an = a1 + (n− 1) d， {bn} 的公差为 d1 ，首项为 b1 = k1d1 ； {cn} 的公差为 d2 ，首项为 c1 = k2d2 ，

其中 k1, k2 均为⼤于等于 −1 的整数，则 bn = (n+ k1 − 1) d1 ， cn = (n+ k2 − 1) d2 ．

由 an = bn + cn ，得

a1 + (n− 1) d = (n+ k1 − 1) d1 + (n+ k2 − 1) d2,

即

nd+ (a1 − d) = n (d1 + d2) + [(k1 − 1) d1 + (k2 − 1) d2] ,
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解得 
d1 =

a1 − k2d

k1 − k2
,

d2 =
k1d− a1
k1 − k2

,

其中 k1, k2 均为⼤于等于 −1 的整数．

所以令 bn = (2− n) a1,

cn = (n− 1) (a1 + d) ,

或


bn =

n (a1 + d)

2
,

cn =
(n− 2) (d− a1)

2

等都可以．

3.3.2 利⽤图表构造

例题 3.3.3

有 10 个同学，每天都有 5 个⼈⼀起相约去看电影，他们都喜新厌旧，任意 2 个⼈最多⼀起看两场

电影 (⽐如第⼀天 5 个⼈中有韩梅梅和李雷，第⼆天⾥也有韩梅梅和李雷，那么之后韩梅梅和李雷就

再也不会⼀起看电影了)， 10 个同学总共最多可以看⼏场电影呢?

解 8 场．每⼈⾄多出场 4 次，否则需要见⾄少 20 ⼈次，必然会有⼈见超过 2 次．于是 10 个同学最多

可以看 8 场电影，下面构造 8 场的例⼦．

如图，将 1 和 0 取出，剩下的 8 个点看成正⽅体的 8 个顶点，形成 6 个面：

2 3

45

6 7

89

2 3

4

5

6 7

89

(2345)， (6789)， (2367)， (4589)， (2569)， (3478)．

再取两个正四面体的顶点 (2479)， (3568)．

然后将 1 和 0 放⼊其中就构造出了 8 场的例⼦：

(12345) , (16789) , (12367) , (14589) , (34780) , (25690) , (24790) , (35680)．

例题 3.3.4

设集合 A1 , A2 , · · · , An 是集合 {1, 2 · · · , n} 的 n 个不同⼦集，对于集合 k, l ∈ N∗ ，且 k, l ⩽ n，

规定：

À 集合 Ak 中⾄少含有三个元素，且 k /∈ Ak ;

Á k ∈ Ak 的充要条件是 l /∈ Ak(k ̸= l) .
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作 n ⾏ n 列数表，定义数表中位于第 k ⾏第 l 列的数为

akl =

0, k /∈ Al;

−1, k ∈ Al.

(1) 判断该数表中每⼀列⾄少有多少个 −1 ;

(2) 请构造出 {1, 2, · · · , 7} 的 7 个不同⼦集 A1 , A2 , · · · , A7 ，使其同时满⾜À 与Á (只要写出⼀种答

案即可);

(3) 证明: n ⩾ 7 .

解 (1) 由规定，该数表中每⼀列⾄少有 3 个 −1；

(2) 由规定，该数表的对角线 a11 = a22 = a33 = · · · = 0，并且若 aij = 0， i ̸= j ，则 aij = −1，这就是

题意规定的直观解释.

经过尝试，容易得到填表⽅式：

1 2 3 4 5 6 7

1 0

2 0

3 0

4 0

5 0

6 0

7 0

以及

1 2 3 4 5 6 7

1 0 0 0 0 −1 −1 −1

2 −1 0 0 0 0 −1 −1

3 −1 −1 0 0 0 0 −1

4 −1 −1 −1 0 0 0 0

5 0 −1 −1 −1 0 0 0

6 0 0 −1 −1 −1 0 0

7 0 0 0 −1 −1 −1 0

(3) 由 (1) 数表中的 −1 ⾄少有 3n 个，由 (2) 数表中的 −1 ⾄多有
n2 − n

2
个．从⽽

n2 − n

2
⩾ 3n,

即 n ⩾ 7．原命题得证．
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3.3.3 利⽤公式构造

例题 3.3.5

(2010 年江西) 证明以下命题：

(1) 对任意正整数 a，都存在正整数 b, c(b < c)，使得 a2, b2, c2 成等差数列；

(2) 存在⽆穷多个互不相似的三⾓形 △n ，其边长 an, bn, cn 为正整数，且 a2n, b
2
n, c

2
n 成等差数列．

解 (1) 根据题意有 2b2 − c2 = a2 ，事实上，只需要寻找⽅程 x2 − 2y2 = −1 的⼀组特解 (x, y)，然后令

(a, b, c) = (a, ya, xa) 即可．由于
√
2 ≈ 1.414 = {1, 2, 2, 2, 2, 5}，于是不难得到不定⽅程

x2 − 2y2 = −1

的基本解 (7, 5)．因此对任意正整数 a，都存在正整数 b = 7a， c = 5a，使得 a2, b2, c2 成等差数列．

(2) 令
(a+ c

2

)2

+
(a− c

2

)2

= b2 ，这显然是以
a+ c

2
,
a− c

2
, b 为三边的直角三角形. 我们知道，对于⼀个

直角三角形的三边，总是可以写作 1 + tan2 θ, 1− tan2 θ, 2 tan θ 的．不妨让 tan θ =
m

n
为⼀个有理数，同

比例扩⼤ m2 倍后得到⽅程组： 

a+ c

2
= m² − n²,

a− c

2
= 2mn,

b = m² + n².

解之，令 n = 1，就可以得到 a = m² + 2m− 1， c = m² − 2m− 1， b = m² + 1．

3.3.4 常⻅命题背景

例题 3.3.6

已知数列 {an} 的项数为 n，各项均为正整数， an = 1，且

ai+1 =


ai
2
, 2 | ai,

ai − 1, 2 ∤ ai,

其中 i = 1, 2, · · · , n− 1．设集合 M 表⽰ a1 所有可能取值的集合， card (M) 表⽰ M 的元素个数．

(1) 若 n = 4，求 card (M) 的值；

(2) 求证： n ⩽ a1 ⩽ 2n−1 ；

(3) 若 a1 ⩽ 2015，求 n 的最⼤值，并直接写出 n 取最⼤值时的 card (M) (结论不要求证明)．

解 (1) 从 a4 = 1 开始往前倒推： a3 的所有可能取值为 2； a2 的所有可能取值为 3, 4； a1 的所有可能

取值为 6, 5, 8．

于是 card (M) = 3．
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(2) 从第 (1) 小题的倒推过程可以看出 an−1 = 2，且如果 p ⩽ ak ⩽ q ，其中 2 ⩽ k ⩽ n− 1 (k ∈ N∗)，那么

p+ 1 ⩽ ak−1 ⩽ 2q,

这样倒推到首项，就有

n ⩽ a1 ⩽ 2n−1.

(3) 如果说解决第 (2) 小题时我们只需要对递推过程进⾏上下界分析⽽⽆需具体分析变化过程的细节的话，

第 (3) 小题就要求我们理解递推过程的本质．

事实上，与⼗进制下的数除以 10 得到的结果 (如果能整除的话) 相当于抹去最后面的“ 0 ”⼀样 (比如，
2310

10
= 231 )，⼀个偶数除以 2 就相当于将其表示成⼆进制数，然后抹去最后面的“ 0 ”，比如 (18)10 =

(10010)2 ，⽽
18

2
= 9 = (1001)2 ．发掘出这样的直观解释后，就可以得到项数 n 与首项 a1 的关系了．由

于减去 1 相当于将尾巴上的 1 改为 0，除以 2 相当于将尾巴上的 0 抹去，因此 n 的值就是将首项 a1

改写为⼆进制数后的数位数与为 1 的数位数之和再减去 1，例如当 a1 = 23 时，数列 {an} 为：

23, 22, 11, 10, 5, 4, 2, 1,

共 8 项，此时 (23)10 = (10111)2 ，共 5 位，其中 4 个数位上的数字为 1．

回到 (3) 中的问题，我们知道

(2015)10 = (11111011111)2 ,

当 a1 ⩽ 2015 时，数位数与为 1 的数位数之和⾄多为 21，因此 n 的最⼤值为 20．⽽可以使得项数为

20 的首项 a1 只可能是

(11111011111)2 , (11110111111)2 , (11101111111)2 , (11011111111)2 , (10111111111)2 ,

共 5 个，于是 card(M) = 5．

例题 3.3.7

(2016 年海淀⼆模) 已知集合 Ωn = {X|X = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n}，其中 n ⩾ 3．

对任意 X = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xn)，称 xi 为 X 的第 i 个坐标分量．若 S ⊆ Ωn ，且满⾜如下两

条性质：

À S 中的元素个数不少于 4 个；

Á ∀X,Y, Z ∈ S ，存在 m ∈ {1, 2, · · · , n}，使得 X,Y, Z 的第 m 个坐标分量是 1；

则称 S 为 Ωn 的⼀个好⼦集．

(1) S = {X,Y, Z,W} 为 Ω3 的⼀个好⼦集，且 X = (1, 1, 0)， Y = (1, 0, 1)，写出 Z,W ；

(2) 若 S 为 Ωn 的⼀个好⼦集，求证： S 中的元素个数不超过 2n−1 ；
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(3) 若 S 为 Ωn 的⼀个好⼦集，且 S 中恰好有 2n−1 个元素，求证：⼀定存在唯⼀⼀个 k ∈

{1, 2, · · · , n}，使得 S 中所有元素的第 k 个坐标分量都是 1．

解 (1) Z = (1, 0, 0)，W = (1, 1, 1) 或 Z = (1, 1, 1)，W = (1, 0, 0)．

(2) 若 X = (x1, x2, · · · , xn)，定义

X = (1− x1, 1− x2, · · · , 1− xn),

则 X,X 中⾄多只有⼀个在集合 S 中，因此命题得证．

(3) 若 X = (x1, x2, · · · , xn)， Y = (y1, y2, · · · , yn)，定义

X · Y = (x1y1, x2y2, · · · , xnyn),

并记 O = (0, 0, · · · , 0)，则 ∀X,Y, Z ∈ S,X · Y · Z ̸= O ．根据第 (2) 小题的结论，若 A ∈ Ωn ，则 A ∈ S

等价于 A /∈ S ．因此若 X,Y ∈ S ，则 X · Y /∈ S ，因此 X ·Y ∈ S ．设 S = {X1, X2, · · · , X2n−1}，则可得

X1 ·X2 ·X3 · · ·X2n−1 = X(1,2) ·X3 · · ·X2n−1 = · · · = X(1,2,··· ,2n−1−2) ·X2n−1−1 ·X2n−1 ̸= O,

其中 X(1,2,··· ,k) = X1 ·X2 · · ·Xk ∈ S ．因此原命题得证．

注 事实上，每个 Ωn 中的元素都可以与 n 元集合的⼀个⼦集建立对应，此时 X 对应集合的补集；⽽

X · Y 对应集合的交集．

3.3.5 论证举例

例题 3.3.8

(2012 年海淀⾼三期末理) 已知集合 M = {1, 2, 3, · · · , n} (n ∈ N∗)，若集合 A = {a1, a2, · · · , am} ⊆

M (m ∈ N∗)，且对任意的 b ∈ M ，存在 ai, aj ∈ A (1 ⩽ i ⩽ j ⩽ m)，使得 b = λ1ai + λ2aj (其中

λ1, λ2 ∈ {−1, 0, 1} )，则称集合 A 为集合 M 的⼀个 m 元基底．

(1) 分别判断下列集合 A 是否为集合 M 的⼀个⼆元基底，并说明理由：

À A = {1, 5}，M = {1, 2, 3, 4, 5}；

Á A = {2, 3}，M = {1, 2, 3, 4, 5, 6}．

(2) 若集合 A 是集合 M 的⼀个 m 元基底，证明：m (m+ 1) ⩾ n；

(3) 若集合 A 为集合 M = {1, 2, 3, · · · , 19} 的⼀个 m 元基底，求出 m 的最⼩可能值，并写出当 m

取最⼩值时 M 的⼀个基底 A．

解 (1)À 不是， 3 ∈ M , 但⽆法由 A 得到；Á 是.

(2) 若集合 A 是集合 M 的⼀个 m 元基底，则其⾄多能够表示的正整数为

2m+ 2C2
m = 2m+m(m− 1) = m(m+ 1),
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所以 m(m+ 1) ⩾ n．

(3) m 的最小可能值为 5．

首先，A = {1, 3, 5, 9, 16} 是 M 的⼀个 5 元基底．

其次，由 (2)，m(m+ 1) ⩾ 19，� m ⩾ 4 . 下面证明不存在 4 元基底．

用反证法：设 A = {a, b, c, d} (a < b < c < d) 是 M 的⼀个 4 元基底. 则由 (2)，A 中的 4 个元素⾄多

表示出 4 组共 20 个数：

第 1 组： a, b, c, d ;

第 2 组： 2a, 2b, 2c, 2d ;

第 3 组： a+ b, a+ c, a+ d, b+ c, b+ d, c+ d ;

第 4 组： b− a, c− a, d− a, c− b, d− b, d− c .

注意到第 2 组数都是偶数，第 3 组和第 4 组数对应奇偶性相同，于是设 a, b, c, d 中有 x 个偶数，则

当 x = 4 时，第 3 组中有 6 个偶数， 4 个组共有 20 个偶数；

当 x = 3 时，第 3 组中有 3 个偶数， 4 个组共有 13 个偶数；

当 x = 2 时，第 3 组中有 2 个偶数， 4 个组共有 10 个偶数；

当 x = 1 时，第 3 组中有 3 个偶数， 4 个组共有 13 个偶数；

当 x = 0 时，第 3 组中有 6 个偶数， 4 个组共有 16 个偶数.

⽽ M 中只有 9 个偶数，于是只有情形Â 可能，并且要求 4 个组中的 20 个数中存在两个相同的 M 中

的偶数. 2d 是最⼤数且为偶数，� 2d ⩽ 18 , d ⩽ 9 . 因此第⼆⼤的数 c+ d = 19．但 c+ d ⩽ d− 1 + d ⩽ 17，

⽭盾．因此不存在 M 的 4 元基底．

例题 3.3.9

(2013 年⽯景⼭⼀模) 给定有限单调递增数列 {xn} (x ∈ N ∗, n ⩾ 2) 且 xi ̸= 0 (1 ⩽ i ⩽ n)，

定义集合 A = {(xi, xj) | 1 ⩽ i, j ⩽ n,且i, j ∈ N ∗}．若对任意点 A1 ∈ A，存在点 A2 ∈ A 使得
#      »

OA1 ⊥ #      »

OA2 ( O 为坐标原点)，则称数列 {xn} 具有性质 P ．

(1) 判断数列 {xn} : −2, 2 和数列 {yn} : −2,−1, 1, 3 是否具有性质 P ，简述理由．

(2) 若数列 {xn} 具有性质 P ，求证：

À 数列 {xn} 中⼀定存在两项 xi, xj 使得 xi + xj = 0；

Á 若 x1 = −1， x2 > 0 且 xn > 1，则 x2 = 1．

(3) 若数列 {xn} 只有 2013 项且具有性质 P ， x1 = −1， x3 = 2，求 {xn} 的所有项和 S2013 ．

解 (1) {xn} 具有性质 P ，⽽对于 {yn}，考虑 A1 = (−2, 3) (或 (3,−2) )，不存在任何点 A2 ∈ A 使得
#      »

OA1 ⊥ #      »

OA2 ，因此不具有性质 P ．

(2) À 在 (1) 中，注意到 (−1, 1) 的作用是与直线 y = x 上的点配对，因此取 A1 (xn, xn)，则存在点

A2 (xi, xj) 使得 xnxi + xnxj = xn (xi + xj) = 0，此时由 xn ̸= 0 (1 ⩽ i ⩽ n)，得 xi + xj = 0；

Á 由 À，1 在数列中，因此 x2 ⩽ 1．用反证法，若 x2 ̸= 1，则 0 < x2 < 1 . 如图, 考虑点 (x2, xn) ⽆从

配对, 因此取 A1 (x2, xn) , 则存在 A2 (xi, xj) , 使得 x2xi + xnxj = 0 .

此时 xn = −x2xi

xj
. 由于 −1 是数列 {xn} 中的唯⼀负数, 因此 xi = −1 或 xj = −1 .
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若 xi = −1 , 则 xn =
x2

xj
⩽ 1 与 xn > 1 ⽭盾 ( j ⩾ 2，因此 xj ⩾ x2 )；

若 xj = −1，则 xn = x2xi < xi ⩽ xn ，⽭盾．

综上， x2 = 1．

(3) 显然 −1 < x2 < 2，且 x2 ̸= 0．

若 −1 < x2 < 0 , 则不存在 xi, xj 使得 xi + xj = 0 , 与 (2) 中的 À ⽭盾.

因此 x2 > 0，进⽽由 (2) 中Á ，得 x2 = 1．

接下来证明 xn+1 = 2xn, n ⩾ 2．

1◦ 当 n = 2 时，命题成立．

2◦ 若当 n ⩽ k (k ∈ N ∗, k ⩾ 2) 时，命题成立，则 n = k + 1 时，取 Ai 分别为 (xi, xk+1) , i = 2, · · · , k ，

且
#      »

OAi ⊥
#      »

OBi ，其中 Bi 为 (yi,−1) (与 (2) 中过程类似可得)．则

x2y2 − xk+1 = x3y3 − xk+1 = · · · = xkyk − xk+1 = 0,

即

x2y2 = x3y3 = · · · = xkyk = xk+1.

由于 1 = x2 < x3 < · · · < xk , 于是

xk+1 = y2 > y3 > · · · > yk > 1.

进⽽

y2, y3, · · · , yk ∈ {x2, x3, · · · , xk+1} ,

从⽽

y2 = xk+1, y3 = xk, · · · , yk = 2,

于是 xk+1 = 2xk ．

3.3.6 课后习题

习题 3.3.1 (2015 年清华⾦秋营) 已知集合 Sn = {X |X = (x1, x2, · · · , xn), xi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, · · · , n} (n ⩾
2)．对于 A = (a1, a2, · · · , an) ∈ Sn, B = (b1, b2, · · · , bn) ∈ Sn ，定义 A 与 B 的差为

A−B = (|a1 − b1|, |a2 − b2|, · · · , |an − bn|) ;

A 与 B 之间的距离为 d(A,B) =
n∑

i=1
|ai − bi|．

(1) ∀A,B,C ∈ Sn ，证明： d(A− C,B − C) = d(A,B)，且 d(A,B), d(A,C), d(B,C) 三个数中⾄少有⼀个

是偶数；

(2) 设 P ⊆ Sn ，P 中有 m(m ⩾ 2) 个元素，记 P 中所有两元素间距离的平均值为 d(P )．证明：d(P ) ⩽
mn

2(m− 1)
；

(3) 当 n = 3 时，若 M 满⾜：M ⊆ S3 且 M 中元素间的距离均为 2，试写出含有元素个数最多的所有
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集合 M ．

解 (1) d(A− C,B − C) = d(A,B) 显然成立．

因为 (ai − bi) + (bi − ci) + (ci − ai) = 0，⽽ (ai − bi) + (bi − ci) + (ci − ai) 与 |ai − bi|+ |bi − ci|+ |ci − ai|

的奇偶性相同，故

d(A,B) + d(A,C) + d(B,C)

是偶数．所以 d(A,B), d(A,C), d(B,C) 三个数中⾄少有⼀个是偶数．

(2) d(P ) =
1

C2
m

∑
A,B∈P

d(A,B)，其中
∑

A,B∈P
d(A,B) 表示 P 中所有两个元素间距离的总和．设 P 中所有

元素的第 i 个位置的数字中共有 ti 个 1，m− ti 个 0，则

∑
A,B∈P

d(A,B) =
n∑

i=1

ti(m− ti).

由于 ti(m− ti) ⩽
m2

4
(i = 1, 2, · · · , n)，所以

∑
A,B∈P

d(A,B) ⩽ nm2

4
.

从⽽

d(P ) =
1

C2
m

∑
A,B∈P

d(A,B) ⩽ nm2

4C2
m

=
mn

2(m− 1)
.

(3) S3 中含有 8 个元素，可将其看成正⽅体的 8 个顶点．易知集合 M 中的元素所对应的点，应该两两

位于该正⽅体面对角线的两个端点处．所以集合

M = {(0, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 0, 1), (0, 1, 1)}, 或 M = {(0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 1, 1)}.

习题 3.3.2 (2014 年丰台⼀模) 从数列 {an} 中抽出⼀些项，依原来的顺序组成的新数列叫数列 {an} 的⼀

个⼦列．

(1) 写出数列 {3n− 1} 的⼀个是等⽐数列的⼦列；

(2) 若 {an} 是⽆穷等⽐数列，⾸项 a1 = 1，公⽐ q > 0 且 q ̸= 1，则数列 {an} 是否存在⼀个⼦列为⽆

穷等差数列? 若存在，写出该⼦列的通项公式；若不存在，证明你的结论．

(3) 若⼀个⽆穷项等差数列各项均为正整数，是否⼀定能从中抽取出⼀个⽆穷项等⽐⼦列?

(4) 任意⼀个⽆穷项等差数列，是否⼀定能从中抽取出⼀个⽆穷项等⽐⼦列?

解 (1) an = 22n−1 ．

(2) 不存在．

(3) 是．设该⽆穷项等差数列的通项为 a, a+ d, a+ 2d, · · · , 其中 a, d 均为正整数，则令 bn = a(d+ 1)n−1

即可．

(4) 否．考虑数列 1, 1 + π, 1 + 2π, · · · 即可．
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习题 3.3.3 (2012 年海淀⼀模) 对于集合 M ，定义函数 fM (x) =

−1, x ∈ M,

1, x /∈ M.

对于两个集合 M,N ，定

义集合 M∆N = {x | fM (x) · fN (x) = −1}．已知 A = {2, 4, 6, 8, 10}，B = {1, 2, 4, 8, 16}．

(1) 写出 fA (1) 和 fB (1) 的值，并⽤列举法写出集合 A∆B ；

(2) ⽤ card (M) 表⽰有限集合 M 所含元素的个数，求 card (X∆A) + card (X∆B) 的最⼩值；

(3) 有多少个集合对 (P,Q)，满⾜ P,Q ⊆ A ∪B ，且 (P∆A)∆ (Q∆B) = A∆B ？

解 (1) fA (1)= 1， fB (1)=− 1，A∆B = {1, 6, 10, 16}．

(2) 如图 A , B 把全集分成四个部分，设 X 中的元素在第 I,II,III,IV 部分的个数分别为 x1, x2, x3, x4 , 于

是

card(X∆A) + card(X∆B) = card(A) + card(B) + 2card(X)− 2card(AX)− 2card(BX)

= 10 + 2(x1 + x2 + x3 + x4)− 2(x2 + x3)− 2(x3 + x4) = 10 +−2(x1 − x3),

⽽ x1 ⩾ 0 , 0 ⩽ x3 ⩽ card(A ∩B) = 3 , 所以

card(X∆A) + card(X∆B) ⩾ 10 + 2(0− 3) = 4.

此时 X 只需满⾜À A ⊆ A∪B ,Á A∩B ⊆ X . (3) 对集合间的运算“∆ ”考察其交换律和结合律．显然“∆ ”

满⾜交换律，B∆A = A∆B ；不难证明， (A∆B)∆C = A∆(B∆C) (利用韦恩图). 所以

(P∆A)∆(Q∆B) = (P∆Q)∆(A∆B).

⼀⽅面，M∆N = N ⇔ M = ∅ , 另⼀⽅面，M∆N = ∅ ⇔ M = N , 所以 P = Q．由于 card(A∪B) = 7 ,

因此 (P,Q) 有 27 = 128 对.

习题 3.3.4 (2016 年海淀⼀模) 给定正整数 n(n ⩾ 3) ，集合 Un = {1, 2, · · · , n}．若存在集合 A,B,C ，同

时满⾜下列条件：

À Un = A ∪B ∪ C ，且 A ∩B = B ∩ C = C ∩A = ∅；

Á 集合 A 中的元素都为奇数，集合 B 中的元素都为偶数，所有能被 3 整除的数都在集合 C 中 (集合 C

中还可以包含其它数)；

Â 集合 A,B,C 中各元素之和分别记为 SA, SB, SC ，有 SA = SB = SC ，

则称集合 Un 为可分集合．

(1) 已知 U8 为可分集合，写出相应的⼀组满⾜条件的集合 A,B,C ；

(2) 证明：若 n 是 3 的倍数，则 Un 不是可分集合；

(3) 若 Un 为可分集合且 n 为奇数，求 n 的最⼩值．

解 (1) A = {5, 7}, B = {4, 8}, C = {1, 2, 3, 6}．

(2) 设 n = 3m，其中 m 为正整数．若 Un 是可分集合，则

SA = SB = SC =
1 + 2 + · · ·+ 3m

3
=

3m2 +m

2
,
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⽽

SC ⩾ 3 + 6 + · · ·+ 3m =
3m2 + 3m

2
>

3m2 +m

2
,

⽭盾．

所以若 n 是 3 的倍数，则 Un 不是可分集合．

(3) 因为所有元素的和为
n(n+ 1)

2
，又 B 中的元素都为偶数，所以 SB =

n(n+ 1)

6
= 2m，其中 m 为正

整数．所以 n(n+ 1) = 12m．

因为 3 | n(n + 1), 3 ∤ n，故 3 | n + 1．因为 4 | n(n + 1), 4 ∤ n ，故 4 | n + 1．由于 (3, 4) = 1，所以

12 | n+ 1．设 n = 12k − 1，其中 k 为正整数．

定义集合 D 由集合 Un 中所有不是 3 的倍数的奇数组成，集合 E 由集合 Un 中所有不是 3 的倍数的

偶数组成，则 A ⊆ D,B ⊆ E ．此时集合 D,E 中的元素之和都是 24k2 ，⽽ SA = SB = SC = 24k2 − 2k ，

所以必须从集合 D,E 中各取出⼀些和为 2k 的元素．

由于集合 D 中的元素都是奇数，故必须从集合 D 中取出偶数个元素，因此 2k ⩾ 6，此时 n ⩾ 35．⽽令

A = {7, 11, 13, 17, 19, 23, 25, 29, 31, 35},

B = {8, 10, 14, 16, 20, 22, 26, 28, 32, 34},

C = {3, 6, 9, 12, 15, 18, 21, 24, 27, 30, 33, 1, 5, 2, 4},

此时 U35 是可分集合．所以 n 的最小值是 35．

习题 3.3.5 (2011 年海淀⾼三期末)

已知集合 A = {1, 2, 3, · · · , 2n}(n ∈ N∗)，对于 A 的⼀个⼦集 S ，若存在不⼤于 n 的正整数 m，使得对

于 S 中的任意⼀对元素 s1 , s2 ，都有 |s1 − s2| ̸= m，则称 S 具有性质 P .

(1) 当 n = 10 时，试判断集合 B = {x ∈ A|x > 9} 和 C = {x ∈ A|x = 3k− 1, k ∈ N∗} 是否具有性质 P ?

并说明理由;

(2) 若 n = 1000 时，

À 若集合 S 具有性质 P ，那么集合 T = {2001− x|x ∈ S} 是否⼀定具有性质 P ？并说明理由；

Á 若集合 S 具有性质 P ，求集合 S 中元素个数的最⼤值.

解 (1) 对于集合 B ，取 b1 = 10 , 则⽆论 m 取任何不⼤于 10 的整数值，都有 b2 = 10+m ∈ B , 因此集

合 B 不具有性质 P ;

对于集合 C , 由于 C 中的元素除 3 的余数均为 2，因此其中任意两个元素的差均为 3 的整数倍，因此

可以取 m = 1 或 m = 2 , 都可以说明集合 C 具有性质 P ;

(2) 当 n = 1000 时，则 A = {1, 2, 3, · · · , 1999, 2000} .

À 若集合 S 具有性质 P ，那么集合 T = {2001− x|x ∈ S} ⼀定具有性质 P .

用反证法. 若 T 不具有性质 P ，则存在 t1, t2 ∈ T , m ⩽ n,m ∈ N∗ 使得 |t1 − t2| = m .

根据集合 T 的定义，设 t1 = 2001− s1 , t2 = 2001− s2 , 其中 s1, s2 ∈ S ，则有

|t1 − t2| = |(2001− s1)− (2001− s2) = |s1 − s2| = m.
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这与集合 S 具有性质 P ⽭盾. 因此集合 T ⼀定具有性质 P .

Á 对于每个不⼤于 n 的正整数 m，我们都可以将集合 A 划分为

A1, A2, · · · , Am

共 m 个同余类，其中 Ak = {k,m + k, 2m + k, · · · } . 这样⼀来，对于集合 A 中的任意两个元素 a1 , a2 ,

如果它们位于不同的同余类中，那么⼀定有 |a1 − a2| ̸= m．因此具有性质 P 的集合 S 是集合 A 的 m

个同余类的⼦集的并. 下面对集合 Ak 进⾏分析：

容易证明，从⼏何 Ak 中选出的元素不超过
cardAk + 1

2
⩽ 2

3
cardAk ，于是

card S ⩽ 2

3
· 2n = 1333

1

3
.

另⼀⽅面，取 m = 667 , 使得每⾏的利用率尽可能靠近
2

3
．可以构造集合

S = {1, 2, · · · , 667, 1335, 1336, · · · , 2000}.

综上，集合 S 中元素个数的最⼤值为 1333 .

习题 3.3.6 (2011 年西城⼆模改编) 若 A1, A2, · · · , Am 为集合 A = {1, 2, · · · , n} ( n ⩾ 2 且 n ∈ N∗ ) 的⼦

集，且满⾜两个条件：

À A1 ∪A2 ∪ · · · ∪Am = A；

Á 对任意的 {x, y} ⊆ A，⾄少存在⼀个 i ∈ {1, 2, 3, · · · ,m}，使 Ai ∩ {x, y} = {x} 或 {y}，则称集合组

A1, A2, · · · , Am 具有性质 P ．

(1) 当 n = 4 时，判断下列两个集合组是否具有性质 P ，集合组 1：A1 = {1, 3}，A2 = {2, 3}，A3 = {4}；

集合组 2：A1 = {2, 3, 4}，A2 = {2, 3}，A3 = {1, 4} .

(2) 当 n = 7 时，写出⼀个具有性质 P 的集合组 A1 , A2 , A3 ；

(3) 当 n = 100 时，集合组 A1, A2, · · · , At 是具有性质 P 且所含集合个数最⼩的集合组，求 t 的值及

|A1|+ |A2|+ · · ·+ |At| 的最⼩值．(其中 |Ai| 表⽰集合 Ai 所含元素的个数)

解 (1) 集合组 1 具有性质 P ，集合组 2 不具有性质 P ．

(2) 作 m ⾏ n 列的数表，第 i ⾏的第 k 列的数用 1 和 0 表示其对应的数 k 是否在集合 Ai 中.

如图，(1) 中的两个集合组对应的数表为

1 2 3 4

1 1 0 1 0

2 0 1 1 0

3 0 0 0 1
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和

1 2 3 4

1 0 1 1 1

2 0 1 1 0

3 1 0 0 1

从数表中可以发现，集合组 1 中每⼀列的数 100 , 010 , 110 , 001 都不相同，⽽集合组 2 中第 2 列和第 3

列的数均为 110，这就是性质 P 的直观解释.

对于 n = 7，可以依照⼆进制数的表示法填表如下：

1 2 3 4 5 6 7

1 0 0 0 1 1 1 1

2 0 1 1 0 0 1 1

3 1 0 1 0 1 0 1

于是集合组 A1 = {4, 5, 6, 7} , A2 = {2, 3, 6, 7} , A3 = {1, 3, 5, 7} 符合题意．

(3) 由 (2)，由于 100(10) = 1100100(2) , ⾄少需要 7 个集合组成集合组.

7 位的⼆进制数中，只有 1 个 1 的，有 C1
7 = 7 个；

有 2 个 1 的，有 C2
7 = 21 个；

有 3 个 1 的，有 C3
7 = 35 个；

有 4 个 1 的，有 C4
7 = 35 个；

有 5 个 1 的，有 2 个；

于是 |A1|+ |A2|+ · · ·+ |At| 的最小值为

1× 7 + 2× 21 + 3× 35 + 4× 35 + 5× 2 = 304.

习题 3.3.7 (2016 年丰台⼀模) 已知数列 {an} 是⽆穷数列， a1 = a, a2 = b ( a, b 是正整数)，且

an+1 =


an

an−1
,

an
an−1

> 1,

an−1

an
,

an
an−1

⩽ 1.

(1) 若 a1 = 2, a2 = 1 ，写出 a4, a5 的值；

(2) 已知数列 {an} 的第 k 项 ak = 1 ，求证：数列 {an} 中有⽆穷项为 1；

(3) 已知数列 {an} 中任何⼀项都不等于 1，记 bn = max{a2n−1, a2n}(n = 1, 2, 3, · · · )．求证：数列 {bn}

是单调递减数列．

解 (1) a4 = 2, a5 = 1 .

(2) 当 ak = 1 时，设 ak+1 = m．

情形 1 若 m = 1，则 ak+1 = ak+2 = ak+3 = · · · = 1；

情形 2 若 m > 1，则 ak+2 = m, ak+3 = 1；
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情形 3 若 m < 1，则 ak+2 =
1

m
, ak+3 =

1

m2
, ak+4 =

1

m
, ak+5 =

1

m
, ak+6 = 1．

综上所述，当 ak = 1 时，在⽆穷数列 {an} 中，第 k 项之后总存在值为 1 的项，以此类推，数列 {an}

中有⽆穷项为 1．

(3) 由题意可知， an > 1 对于任意正整数 n 恒成立．

因为 bn+1 = max{a2n+1, a2n+2} = max
ß

a2n
a2n−1

,
a2n−1

a2n
,
a2n+1

a2n
,

a2n
a2n+1

™
，其中

a2n
a2n−1

< a2n ⩽ bn,
a2n−1

a2n
< a2n−1 ⩽ bn,

a2n
a2n+1

< a2n ⩽ bn,

故只需证明当 bn+1 =
a2n+1

a2n
> 1 时，有

a2n+1

a2n
< bn 成立即可．

习题 3.3.8 (2011 年朝阳⼆模) 对于正整数 a, b ，存在唯⼀⼀对整数 q 和 r ，使得 a = bq + r ，其中

0 ⩽ r < b ．特别地，当 r = 0 时，称 b 能整除 a ，记作 b | a ．已知 A = {1, 2, 3, · · · , 23} ．

(1) 存在 q ∈ A ，使得 2011 = 91q + r (0 ⩽ r < 91) ，试求 q, r 的值；

(2) 求证：不存在函数 f : A → {1, 2, 3} ，使得对任意的整数 x1, x2 ∈ A ，若 |x1 − x2| ∈ {1, 2, 3} ，则

f (x1) ̸= f (x2) ；

(3) 若 B ⊆ A ， card (B) = 12 ( card (B) 指集合 B 中的元素的个数)，且存在 a, b ∈ B ， b < a ， b | a

，则称 B 为＂和谐集＂．求最⼤的 m ∈ A ，使含 m 的集合 A 的有 12 个元素的任意⼦集为＂和谐集

＂，并说明理由．

解 (1) 因为 2011 = 91× 22 + 9 ，所以 q = 22 ， r = 9 ．

(2) 用反证法.

若存在这样的函数 f(x) , 则对任意的整数 x1, x2 ∈ A，若 |x1 − x2| ∈ {1, 2, 3}，则 f(x1) ̸= f(x2)．取 A

中的整数 m,m+ 1,m+ 2,m+ 3，则

f(m) ̸= f(m+ 1), f(m) ̸= f(m+ 2), f(m) ̸= f(m+ 3),

⽽

f(m+ 1) ̸= f(m+ 2), f(m+ 1) ̸= f(m+ 3), f(m+ 2) ̸= f(m+ 3).

也就是说 f(m) , f(m+ 1) , f(m+ 2) , f(m+ 3) 两两不等. 因此

card{y|y = f(x), x ∈ A} ⩽ 4,

⽽ card{1, 2, 3} = 3，⽭盾．因此原命题成立．

(3) 从非“和谐集”

{12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23}

出发可得符合条件的 m < 12，将其调整：

删去 22，写下 11；删去 20，写下 10；删去 18，写下 9；删去 16，写下 8 .

此时已经通过构造非” 和谐集” 得到符合题意的 m < 8．下面证明 m = 7 时符合题意．
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将集合 A 除 7 外的元素划分为

A0 = {23, 19, 15, 17, 13}, A1 = {22, 11}, A2 = {20, 10, 5},

A3 = {18, 9, 3}, A4 = {16, 8, 4, 2}, A5 = {12, 6}, A6 = {14, 1}.

设含有 7 的集合 A 的 12 元⼦集为 X ，若 X 中含有 A6 中的元素，则 X 是” 和谐集”；若 X 中不

含有 A6 中的元素，则除了 A0 中的 5 个元素以及元素 7 以外，X ⾄少要在 A1 到 A5 中选 6 个元

素，也就是说⼀定有 2 个元素来自 A1 到 A5 中的同⼀个集合，于是 X 是“和谐集”．

综上，m 的最⼤值为 7 .

习题 3.3.9 (2012 年朝阳⼀模) 已知各项均为⾮负整数的数列 A0 : a0, a1, · · · , an ( n ∈ N∗ )，满⾜ a0 = 0，

a1 + · · ·+ an = n．若存在最⼩的正整数 k ，使得 ak = k (k ⩾ 1)，则可定义变换 T ，变换 T 将数列 A0

变为

T (A0) : a0 + 1, a1 + 1, · · · , ak−1 + 1, 0, ak+1, · · · , an.

设 Ai+1 = T (Ai)，i = 0, 1, 2 · · · ．(1) 若数列 A0 : 0, 1, 1, 3, 0, 0，试写出数列 A5 ；若数列 A4 : 4, 0, 0, 0, 0，

试写出数列 A0 ；

(2) 证明：存在唯⼀的数列 A0 ，经过有限次 T 变换，可将数列 A0 变为数列 n, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

；

(3) 若数列 A0 经过有限次 T 变换，可变为数列 n, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

．设 Sm = am + am+1 + · · · + an ，m =

1, 2, · · · , n，求证 am = Sm −
ï

Sm

m+ 1

ò
(m+ 1)，其中

ï
Sm

m+ 1

ò
表⽰不超过 Sm

m+ 1
的最⼤整数．

解 (1) A0 : 0, 1, 1, 3, 0, 0，A1 : 1, 0, 1, 3, 0, 0；A2 : 2, 1, 2, 0, 0, 0；A3 : 3, 0, 2, 0, 0, 0；A4 : 4, 1, 0, 0, 0, 0；

A5 : 5, 0, 0, 0, 0, 0．

A4 : 4, 0, 0, 0, 0 , A3 : 3, 1, 0, 0, 0；A2 : 2, 0, 2, 0, 0；A1 : 1, 1, 2, 0, 0；A0 : 0, 0, 1, 3, 0．

(2) 记数列 I : n, 0, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n个

, T k(A0) 表示对 A0 进⾏ k 次 T 变换.

则不妨设 Tm(A0) = Am = I , 则

T−1(I) : n− 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, · · · , 0 T−2(I) : n− 2, 0, 2, 0, 0, 0, 0, · · · , 0

T−3(I) : n− 3, 1, 0, 2, 0, 0, 0, · · · , 0 T−4(I) : n− 4, 0, 2, 2, 0, 0, 0, · · · , 0

· · ·

变换 T−1 的规则是若存在最小的正整数 k , 使得 ak = 0 (k ⩾ 1) , 则将数列变为

a0 − 1, a1 − 1, · · · , ak−1 − 1, k, 0, 0, · · · , 0

这个变换进⾏ n 次 (每次变换的结果都是唯⼀的) 得到 A0 , 于是 A0 是唯⼀可以经过 n 次 T 变换后得

到 I 的数列. 原命题得证.(3) 由定义，显然 Sm 为 m 的整数倍，且 0 ⩽ am ⩽ m．
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⽽ am = Sm − Sm−1 ，所以 am 为 Sm 除以 m+ 1 后的余数，即

am = Sm −
ï

Sm

m+ 1

ò
(m+ 1) .
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