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北京市海淀区高二年级第二学期期中质量检测模拟 

 数  学 2021．4 

（考试时间 120 分钟  满分 150 分） 

本试卷分为一卷（共 100 分）和二卷（共 50 分）两部分 

考生务必将答案答在答题卡上，在试卷上作答无效。考试结束后，将答题卡交回。 

第一部分（选择题  共 40 分） 

一、选择题 共 10 小题，每小题 4 分，共 40 分。在每小题列出的四个选项中，选出符合题目要求的一项。 

1．在等差数列{ }na 中，若 1 2a = ， 2 4a = ，则 4a =（    ） 

A．6 B．8 C．16 D．32 

2．下列求导运算中错误的是（    ） 

A． (3 ) 3 ln3x x =  B．
2

ln 1 lnx x

x x

 − 
= 

 
 

C．
2

1 1
1x

x x

 
+ = + 

 
 D． (sin cos ) cos 2x x x=  

3．已知 , , ,m n p q 为正整数，在等差数列 na 中，“m n p q+  + ”是 “ m n p qa a a a+  + ”的（  ） 

A．充分而不必要条件 B．必要而不充分条件 

C．充分必要条件 D．既不充分也不必要条件 

4．已知是函数 2x = 就函数 3( ) 3 2f x x ax= − + 的极小值点，那么函数 ( )f x 的极大值为（    ） 

A．-2 B．6 C．17 D．18 

5．如果等比数列 na 的前n 项和
12n

nS a+= + ，则常数a =（    ） 

A． 1−  B．1 C． 2−  D．2 

6．用数学归纳法证明 ( )*1 1 1 1 11

1 2 3 24n n
Nn

n n n
+ + + + 

+ + +


+
时，由 n k= 到 1n k= + 时，不

等式左边应添加的项是（    ） 

A．
1

2 1k +
 B．

1 1

2 1 1k k
−

+ +
 C．

1 1

2 1 2 2k k
+

+ +
 D．

1 1

2 1 2 2k k
−

+ +
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7．已知函数

ln , 0

( )
, 0

x

x x x

f x x
x

e




= 




，则函数 ( )y f x= 的图象大致是（    ） 

A． B． C．  D．  

8．数列 na ， nb 用图象表示如下，记数列 n na b 的前n 项和为 nS ，则（    ）． 

 

A． 1 4S S ， 10 11S S  B． 4 5S S ， 10 13S S  

C． 1 4S S ， 10 11S S  D． 4 5S S ， 10 13S S  

9．做一个无盖的圆柱形水桶，若要使其容积为 27 且用料最省，则水桶底面圆的半径为（    ） 

A．1 B．3 C．5 D．7 

10．已知 nx 是递增数列，且 0nx  ，则关于数列 nx ，对任意的正整数 p ，q， 

下列结论不可能成立的是（    ） 

A． pq q px px qx= +  B． p q q px px qx+ = +  

C． 1pq p qx x x= + −  D． 2p q p qx x x+ =  

 

二、填空题（共 5 小题，每小题 4 分，共 20 分） 

11．已知 f (x)＝ln(3x－1)，则 f ′（1）＝________. 

12．已知 3 个等差数列{ }{ },{ }n n na b c， ，其中数列{ }nc 的前 n 项和记为 nS ，已知 n n na b S = ，写出一

组符合条件的{ }na 与{ }nb 的通项公式_____________________________________________________ 

13．已知数列 na 的前n 项和 nS ，且满足 1n na S+ = ，则
3 91 2

1 2 3 9

S SS S

a a a a
+ + +  + = ___________. 



 

高二数学试卷   第3页 

14．若直线 l 与曲线 C 满足下列两个条件：（1）直线 l 在点 P（x0，y0）处与曲线 C 相切；（2）曲线 C

在点 P 附近位于直线 l 的两侧，则称直线 l 在点 P 处“切过”曲线 C.给出下列四个命题： 

①直线 l：y＝0 在点 P（0，0）处“切过”曲线 C：y＝x3； 

②直线 l：y＝x﹣1 在点 P（1，0）处“切过”曲线 C：y＝lnx； 

③直线 l：y＝﹣x+π 在点 P（π，0）处“切过”曲线 C：y＝sinx； 

④直线 l：y＝﹣x+1 在点 P（0，1）处“切过”曲线 C：y＝ex.其中正确的命题是________________ 

15．已知数列{ }na 满足 1

1
a

k
= ， 2,k k  N ， na 表示不超过 na 的最大整数（如 1.6 1= ，记

 n nb a= ，数列 nb 的前n 项和为 nT ）. 

①若数列{ }na 是公差为 1 的等差数列，则 4T = __________； 

②若数列{ }na 是公比为 1k + 的等比数列，则 nT = __________． 

四、解答题（每道题 10分，共 40分） 

16．已知{an}是等差数列，其前 n 项和为 Sn，已知 a5＝5，S5＝15． 

（1）求数列{an}的通项公式； 

（2）设 an＝log2bn，求数列{bn}的前 n 项和 Tn． 
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17．问题提出：新型冠状病毒是一种人传人，不易被人们直觉发现，危及人们生命的严重病毒．我们

把与新型冠状病毒患者有过密切接触的人群称为密切关联者．已知每位密切关联者通过核酸检测被确诊为

阳性后的概率为 ( )0 1p p  ．一旦被确诊为阳性后即将其隔离．某位患者在隔离之前，每天有 k 位密切

关联者与之接触，其中被感染的人数为 ( )0X X k  ．该病毒在进入人体后有 14 天的潜伏期，在这 14

天内患者无任何症状，则为病毒传播的最佳时间．设每位患者在不知自己患病的情况下的第二天又与 k 位

密切关联者接触并继续传染其他人．小明想通过数学建模分析从某一名患者携带新型冠状病毒的第 1 天开

始算起，第n 天新增患者数 ( )2nE n  ，同时他想研究戴口罩是否能够切实减少病毒传染. 

一、模型假设：1. 潜伏期病毒未被发现，持续传播 

2. 每位患者每天接触的人数均为 k  

3. 假设每位患者每天接触的密切关联者被感染人数为定值 X kp=  

二、模型求解： 

①根据题意，最初患者自己被感染，即第 1 天人数为 1， 

第 2 天被感染人数增至为：1 1 1kp kp+  = + ； 

第 3 天被感染人数增至为：____________________________________ 

于是可以得出，第n 天新增加人数 nE = _________________________， 

小明根据自己的生活经验取 10k = ，
1

2
p =  

① 8E 的值为_______________________； 

②经大量临床数据验证佩戴口罩后被感染患病的概率 p满足关系式 ( )
2

ln 1
3

p
p p = + − ．当 p取得

最大值时，计算 p所对应的
6E 和

1

2
p = 所对应的 6E 值，然后根据计算结果说明佩戴口罩的必要性. 

（参考数据： ln 2 0.7 ， ln 3 1.1 ， ln 5 1.6 ，
1

0.3
3
 ，

2
0.7

3
 ， 66 46650= 计算结果保留整数） 

三、模型检验与评价：通过与新闻中的数据对比，小明计算出的被感染人数远高于实际的感染人数，

你认为原因是什么？_____________________________________________________________________ 

___________________________________________________________________________________ 
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18．已知函数 ( ) ln(1 )f x x mx= + − ． 

（1） 1m = 时，求 ( )f x 在 0x = 处的切线 

（2）求函数 ( )f x 的极值； 

（3）若函数 ( )f x 在区间
20, 1e − 上恰有两个零点，求 m 的取值范围． 

 

 

 

19．n 为给定的大于 2 的正整数，集合  1,2, ,S n=  ，已知数列 nA ： 1x ， 2x ，…， nx 满足条件： 

①当1 i n  时， ix S ；②当1 i j n   时， i jx x . 

如果对于1 i j n   ，有 i jx x ，则称 ( ),i jx x 为数列 nA 的一个逆序对.记数列 nA 的所有逆序对的个

数为 ( )nT A . 

（1）若 ( )4 1T A = ，写出所有可能的数列 4A ； 

（2）若 ( ) 2nT A = ，求数列 nA 的个数； 

（3）对于满足条件的一切数列 nA ，求所有 ( )nT A 的算术平均值. 
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二卷（共 50 分） 

一、选择题（共三道小题，每题 6分，18分） 

20．若函数 ( )f x 的导函数的图像关于 y 轴对称，则 ( )f x 的解析式可能为（    ） 

A． ( ) 3cosf x x=  B． ( ) 3 2 1f x x x= + +  

C． ( ) sin 2f x x=  D． ( ) xf x e x= +  

21．若 lnx ae x a−  + 对一切正实数 x 恒成立，则实数a 的取值范围是（    ） 

A．
1

,
e

 
− 
 

 B． ( ,1−  C． ( , 2−  D． ( ,e−  

22．将一条均匀柔软的链条两端固定，在重力的作用下它所呈现的形状叫悬链线，例如悬索桥等.建立

适当的直角坐标系，可以写出悬链线的函数解析式为 ( ) cosh
x

f x a
a

= ，其中a 为悬链线系数，cosh x 称

为双曲余弦函数，其函数表达式为cosh
2

x xe e
x

−+
= ，相应地双曲正弦函数的函数表达式为

sinh
2

x xe e
x

−−
= .若直线 x m= 与双曲余弦函数 1C 和双曲正弦函数 2C 分别相交于点A ， B ，曲线 1C 在点

A 处的切线与曲线 2C 在点 B 处的切线相交于点 P ，则（    ） 

A． sinh coshy x x= 是偶函数 B． ( )cosh cosh cosh sinh sinhx y x y x y+ = −  

C． BP 随m 的增大而减小 D． PAB△ 的面积随m 的增大而减小 
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二、填空题（共三道小题，每题 6分，18分） 

23．某堆雪在融化过程中，其体积V （单位： 3m ）与融化时间 t （单位：h ）近似满足函数关系：

3
1

( ) 10
10

V t H t
 

= − 
 

（ H 为常数），其图像如图所示.记此堆雪从融化开始到结束的平均融化速度为

( )3m / hv .那么 1 2 3 4, , ,t t t t 中，瞬时融化速度等于 ( )3m / hv 的时刻是图中的__________. 

 

24．法国数学家拉格朗日于 1778 年在其著作《解析函数论》中提出一个定理：如果函数 ( )y f x= 满

足如下条件： 

（1）在闭区间 ,a b 上是连续不断的； 

（2）在区间 ( ),a b 上都有导数． 

则在区间 ( ),a b 上至少存在一个数 ，使得 ( ) ( ) ( )( )f b f a f b a− = − ，其中 称为拉格朗日中

值．则 ( ) xg x e= 在区间 0,1 上的拉格朗日中值 = ________． 
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25．如图，已知抛物线 2y x= 及两点 ( )1 10,A y 和 ( )2 20,A y ，其中 1 2 0y y  .过 1A 、 2A 分别作 y 轴

的垂线，交抛物线于 1B 、 2B 两点，直线 1 2B B 与 y 轴交于点 ( )3 30,A y ，此时就称 1A 、 2A 确定了 3A .依此

类推，可由 2A 、 3A 确定 4A 、 .记 ( )0,n nA y ， 1n = 、 2 、3、 . 

给出下列三个结论： 

①数列 ny 是递减数列；②对任意 *nN ， 0ny  ；③若 1 4y = ， 2 3y = ，则 5

2

3
y = . 

其中，所有正确结论的序号是______________． 

 

三、解答题（共 14分） 

26．已知函数
21

( ) ln ( 1) , ( )
2

= + − + f x x ax a x a R ． 

（1）当 1a = 时，判断函数 ( )y f x= 的单调性； 

（2）若关于 x 的方程
21

( )
2

f x ax= 有两个不同实根 1 2,x x ，求实数a 的取值范围，并证明

2

1 2x x e  ． 
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参考答案 

1．B 

2．C 

3．D 

4．D 

函数 3( ) 3 2f x x ax= − + 的导数 ( ) 23 3f x x a = − ，  

由题意得， ( )2 0f  = ，即12 3 0a− = ， 4a = ．  

( ) 3 12 2f x x x= − + ， ( ) ( )( )23 12 3 2 2f x x x x = − = − + ， 

令 ( )  0f x  ，得 2x  或 2x  − ； ( ) 0f x ′ ，得 2 2x−   ，  

所以当时 2x = − 取极大值，即 ( ) ( ) 8 24 22 18f x f − = −= + + =
极大值 ．  

5．C 

6．D 

当 n＝k 时，有不等式
1 1 1 1 11

1 2 3 24k k k k k
+ + + + 

+ + + +
， 

当 n＝k+1 时，不等式为
1 1 1 1 11

2 3 2 1 2 2 24k k k k
+ + + + 

+ + + +
， 

将上面两式的左边相减可得，由 n＝k 到 n＝k+1 时，不等式左边应添加的项是

1 1 1 1 1

2 1 2 2 1 2 1 2 2k k k k k
+ − = −

+ + + + +
. 

7．A 

8．B 

由题意，数列 na ， nb 用图象可知， 

当 4n  时， 0na  ；当 5n  时， 0na  ， 

所以 4n  时， 0n na b  ，所以 1 4S S ，可排除 A 项；由 5 5 0a b  ，所以 4 5S S ，可排除 D 项； 

由 11 11 0a b  ，所以 10 11S S ，可排除 C 项； 

当11 13n  时， 0n na b  ，所以 10 13S S ，可得 B 项正确. 
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9．B 

解：设高为h ，底面半径为 r ， 

则 2 27r h = ，即 2 27r h = ， 

所用材料的面积是
2 2 227 54

2 2 ( )S rh r r r
r r

    = + =  + = + ， 

则 2

54
2S r

r

 

 = − 
 

，令 0S  = ，得
2

54
2r

r
= ，解得： 3r = ， 

且 3r  时， 0S   ，0 3r  时， 0S   ， 

即S在 0 3， 上单调递减，在 ( )3 +， 上单调递增， 

故当 3r = 时 S 取得极小值，也是最小值,故当水桶底面半径为 3 时，用料最省． 

10．B 

对于选项 A，
pq q p

pq q p

x x x
x px qx

pq q p
= +  = + ，取 lnnx n n= ，则易知数列 nx 满足条件，故选项

A 可能成立． 

对于选项 B， p q q px px qx+ = + ，令 1p q= = ，则 2 12x x= ；令 2p = ， 1q = ， 

得 3 1 2 12 4x x x x= + = ；令 2p q= = ，得 4 2 14 8x x x= = ；令 3p = ， 1q = ， 

得 4 1 3 13 7x x x x= + = ．所以 1 18 7x x= ，即 1 0x = ，所以 0nx = 与 nx 是递增数列矛盾，故选项 B 不

可能成立． 

对于选项 C，由 1pq p qx x x= + − 得 1 1 1pq p qx x x− = − + − ，取 ln 1nx n= + ，则易知数列 nx 满足条

件，故选项 C 可能成立． 

对于选项 D，由 2p q p qx x x+ = ，得2 2 2p q p qx x x+ =  ，取
e

2

n

nx = ，则易知数列 nx 满足条件，故选

项 D 可能成立． 

11．
3

2
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12．答案不唯一，例如 =n na n b pn q= +， 均可 

13．1013  

由数列 na 的前n 项和 nS ，且满足 1n na S+ = ， 

当 2n  时， 1 1 1n na S− −+ = ， 

两式相减，可得 ( )1 1 12 0n n n n n na a S S a a− − −− + − = − = ，即
1

1
( 2)

2

n

n

a
n

a −

=  ， 

令 1n = ，可得 1 1 12 1a S a+ = = ，解得 1

1

2
a = ， 

所以数列 na 表示首项为
1

2
，公比为

1

2
的等比数列，所以

1

2

n

na
 

=  
 

， 

则

1 1
1

2 2 1
1

1 2
1

2

n

n

nS

  
−  
     = = −  

 −

，所以

1
1

2
2 1

1

2

n

nn

n

n

S

a

 
−  
 

= = −
 
 
 

， 

所以 ( )2 93 91 2

1 2 3 9

2 2 2 (1 1 1)
S SS S

a a a a
+ + + + = + + + − + + +  

( )9

10
2 1 2

9 2 11 1013
1 2

−
= − = − =

−
. 

故答案为：1013 . 

14．①③ 

解：y＝x3的导数为 y′＝3x2，可得切线方程为 y＝0，即 x 轴， 

而 0x  时， 3 0y x=  ， 0x  时， 3 0y x=  ，∴直线 l：y＝0 在点 P（0，0）处“切过”曲线 C：y

＝x3，①正确； 

由 lnx 的导数为
1

x
，可得切线方程为 y﹣0＝x﹣1， 

且 y＝lnx﹣（x﹣1）的导数为 y′＝
1

x
﹣1， 

当 x＞1 时，函数 y 递减；0＜x＜1 时，函数 y 递增， 

可得 x＝1 处 y＝lnx﹣x+1 的最大值为 0， 
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则 lnx≤x﹣1， 

②直线 l：y＝x﹣1 在点 P（1，0）处“切过”曲线 C：y＝lnx 不正确； 

y＝sinx 的导数为 y′＝cosx， 

可得在点 P（π，0）处切线方程为 y﹣x+π， 

由 y＝sinx 和直线 y＝π﹣x 可得切线穿过曲线， 

直线 l：y＝﹣x+π 在点 P（π，0）处“切过”曲线 C：y＝sinx，故③正确； 

y＝ex的导数为 y′＝ex，可得在点 P（0，1）处切线为 y＝x+1， 

令 1xy e x= − − ，则 1xy e = − ， 0x  时， 0y  ， 0x  时， 0y  ，即 1xy e x= − − 在 ( ,0)−

上递减，在 (0, )+ 上递增，∴ 0x = 时， min 0y = ，即 1 0xy e x= − −  ， 

直线 l：y＝﹣x+1 在点 P（0，1）处“切过”曲线 C：y＝ex不正确. 

15．6    
( )

2

1 1
n

k kn

k

+ − −
     

①若数列 na 是公差为1的等差数列，且 1

1
a

k
= ， *2k k N ， ，则

1
1 ( 1, )na n n n

k
= + −  − ，

所以 [ ] 1n nb a n= = − ，则 4 0 1 2 3 6T = + + + = ；故填 6. 

②若数列 na 是公比为 1k + 的等比数列，且 1

1
a

k
= ， *2k k N ， ，则 

11 1
(1 )n

nb k
k k

−= + −    
2

1
[(1 ) 1]n

nT k nk
k

= + − −  

16．(1) na n= ；（2）
+12 2n

nT = − . 

解:(1)设等差数列的公差为 d，则

5 1

5 1

4 5

5 4
5 15

2

a a d

S a d

= + =

 

= + =


，解之得
1 1

1

a

d

=


=
， 

所以数列{an}的通项公式为 1 1 ( 1)na n n= +  − = ；……………………5 分 

（2） 2log , 2 2na n

n n na b n b= =  = = ，由此可得

1

11

1

2
2 2. 2

2

n

n

n

n

b
b

b

+

+= = = = ，数列{bn}的是首项为

2,公比为 2 的等比数列.因此，可得{bn}前 n 项和
( )

+1
2 1 2

2 2
1 2

n

n

nT
−

= = −
−

.……………………10 分 
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17． 

①根据题意，最初患者自己被感染，即第 1 天人数为 1， 

第 2 天被感染人数增至为：1 1 1kp kp+  = + ； 

第 3 天被感染人数增至为： ( ) ( ) ( )
2

1 1 1kp kp kp kp+ + + = + ，…， 

显然第 1n − 天被感染人数增至为： ( )
2

1
n

kp
−

+ ，第n 天被感染人数增至为： ( )
1

1
n

kp
−

+ ， 

于是根据题意中均值定义，第n 天新增加人数的数学期望 ( ) ( )
1 2

1 1
n n

nE kp kp
− −

= + − + ， 

即 ( )
2

1n

n
E kp kp

−
= + ，于是 6

8

6
1 1

10 1 10 5 6 233280
2 2

E
 
 


= =


=  +   ．……………………4 分 

②根据题意函数 ( ) ( )
2

ln 1
3

p f p p p = = + − ，求导得： ( )
( )

1 2 1 2

1 3 3 1

p
f p

p p

−
 = − =

+ +
， 

当且仅当
1

0,
2

p





 
 

时， ( ) 0f p  ，此时 ( )p f p = 单调递增；当
1

,1
2

p
 

 
 

时， ( ) 0f p  ， 

即 ( )p f p = 单调递减，于是 ( )
max

1 1
ln 3 ln 2 0.1

32
p f p p

 
 
 

 =  = − −  ． 

此时
1

2
p = ， 0.1p = ， 

于是

6 2

4

6

1 1
10 1 10 5 6 6480

2 2
E

−

 
=  +  =  = 

 
（人）， 

4

6

6 2
1 1

10 1 10 2 16
10 10

E

−

 =  + 

 =


=



（人）． 

经过计算得知，戴口罩情况下患者与密切接触的关联者接触被感染的人数为 16 人， 

而不戴口罩的情况下患者与密切接触的关联者接触被感染的人数为 6480 人， 

即 6E 远大于
6E ，于是戴口罩是非常必要的．……………………………………8 分 

 

原因：实际上有更多的防疫措施；病人体内病毒的传染性可能会降低；实际密切接触的人数可能较少

等等。……………………………………………………………………10 分 
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18．(1)y=0   ……………………………………………………………………2 分 

（2） ( ) ln(1 )f x x mx= + − 的定义域为 ( )1,− + ， 

( )
1

( ) 1
1

f x m x
x

 = −  −
+

，……………………………………3 分 

当 0m  时，
1

( ) 0
1

f x m
x

 = − 
+

恒成立，…………………………4 分 

此时 ( )f x 在 ( )1,− + 单调递增，无极大值和极小值，…………………………5 分 

当 0m  时，
1

1 1
m
−  − ，由

1
( ) 0

1
f x m

x
 = − 

+
可得：

1
1 1−   −x

m
， 

由
1

( ) 0
1

f x m
x

 = − 
+

可得
1

1 −x
m

， 

此时 ( )f x 在
1

1, 1
m

 
− − 
 

单调递增，在
1

1,
m

 
− + 

 
单调递减， 

所以 ( )f x 的极大值为
1 1 1

1 ln 1 1 1 1 lnf m m m
m m m

     
− = + − −  − = − −     

     
，无极小值.………………6 分 

（3）由（2）可知，当 0m  时， ( )f x 在 ( )1,− + 单调递增，所以 ( )f x 在
20, 1e − 单调递增，不可

能有两个零点， 

当 0m  时， ( )f x 的极大值为
1

1 1 lnf m m
m

 
− = − − 

 
， 

因为 (0) 0f = ，所以 0x = 是 ( )f x 的一个零点， 

若函数 ( )f x 在区间
20, 1e − 上恰有两个零点，则

( )2

2

1 0

1
0 1 1

f e

e
m

 − 



 −  −


，………………8 分 

即

( )2

2

2 1 0

1
1

m e

m
e

 − − 



 


 ，可得：
2

2
1

1
m

e
 

−
， 

所以 m 的取值范围为
2

2
1

1
m

e
 

−
.……………………10 分 
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19．（1）因为 ( )4 1T A = ， 故 1 2 3 4, , ,x x x x 只有一个逆序对， 

则不同的 4A 分别为：1,2,4,3;1,3,2,4;2,1,3,4 .……………………………………3 分 

（2）因为 ( )4 2T A = ，故数列 nA ： 1x ， 2x ，…， nx 有两种情况： 

①2 对逆序数由连续 3 个元素提供，即 

例如 123 可以变成 312 和 231，共2( 2)n− 种 

②2 对逆序数由两对 2 个元素提供，即 

第一对取 12，第二对取 34,45,56……共 3n − 种 

第一对取 23，第二对去 45,56,67……共 2n − 种 

以此类推，共
( )3 ( 2)

2

n n− −
种 

综上，共有
( )+1 ( 2)

2

n n −
种……………………………………………………6 分 

（3）对任意的 nA ： 1x ， 2x ，…， nx ，其逆序对的个数为 ( )nT A ， 

我们引进一个定义：1 i j n   ，有 i jx x ，则称 ( ),i jx x 为数列 nA 的一个顺序对， 

则 nA 中的顺序对个数为
( )

( )
1

2
n

n n
T A

−
− . 

考虑 nA ： 1x ， 2x ，…， nx 与 nB ： nx ， 1nx − ，…， 1x ， 

nA 中的逆序对的个数为 nB 中顺序对的个数， nA 中顺序对的个数为 nB 中逆序对个数， 

把所有的 nA 按如上形式两两分类，则可得所有的 nA 中，逆序对的总数和顺序对的总数相等，而它们

的和为
( )1

!
2

n n
n

−
 ，故逆序对的个数为

( )1
!

4

n n
n

−
 ， 

所以所有 ( )nT A 的算术平均值为
( )1

4

n n −
.……………………………………10 分 
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20．C 

21．B 

设 ( ) ( )ln , 0x af x e x a x− −−=  ，则 ( ) ln 0x af x e x a− −= −  恒成立， 

由 ( )
1x af x e
x

− = − ，令 ( )
1x ah x e
x

− −= ，则 ( ) 2

1
0x ah x e

x

− = + 恒成立， 

所以 ( ) ( )
1

, 0x ah x e x
x

− −=  为增函数，令
1

0x ae
x

− − = 得 ( )0 , 0x x x=  ， 

当 00 x x  时， ( ) 0h x  ，当 0x x 时， ( ) 0h x  ； 

所以 ( )f x 在 ( )00, x 递减，在 ( )0 ,x + 递增，故 ( )f x 在 0x x= 处取得最小值， 

故最小值 ( ) 0

0 0ln 0
x a

f x e x a
−
−= −  ，因为

0

0

1x a
e

x

−
= ，则 0 0lnx a x− = −  

所以 0

0

1
0x a a

x
+ − −  恒成立，得 0

0

1
2a x

x
 + ，又因为 0

0

1
2 x

x
 + （当且仅当 0 1x = 时等号成

立）；所以2a≤2  即 1a   . 

22．D 

对于选项 A：定义域为R ， 

( )
2 2

sinh cosh
4

x xe e
y f x x x

−−
= = = ，而 ( ) ( )

2 2

2

x xe e
f x f x

− −
− = = − ，所以 ( )f x 是奇函数，所

以 A 错误； 

对于选项 B：cosh cosh sinh sinh
2 2 2 2

x x y y x x y ye e e e e e e e
x y x y

− − − −+ + − −
− =  −   

( )cosh
4 4 2

x y x y x y y x x y x y x y y x x y y xe e e e e e e e e e
x y

+ − − − − + − − − − − −+ + + + − − +
= − = = − ，所以 B 错误； 

对于选项 C、D：设 ,
2

m me e
A m

− +
 
 

， ,
2

m me e
B m

− −
 
 

，

( ) ( )cosh , sinh
2 2

x x x xe e e e
x x

− −− + = = ， 
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则曲线 1C 在点A 处的切线方程为： ( )
2 2

m m m me e e e
y x m

− −+ −
− = − ， 

曲线 2C 在点 B 处的切线方程为： ( )
2 2

m m m me e e e
y x m

− −− +
− = − ， 

联立求得点 P 的坐标为 ( )1, mm e+ ，则
( )

22

2
1 1

2 4

m mm m
m

e ee e
BP e

−− + −
= + − = + 

 

， 

1 1

2 2

m

PABS AB e−= =△ ，所以 BP 随m 的增大而先减小后增大， PAB△ 的面积随m 的增大而减

小，所以 C 错误，D 正确. 

23． 3t  

24． ( )ln 1e−  

( ) xg x e= ，则 ( ) xg x e = ，所以 ( )g e = ， 

由拉格朗日中值的定义可知， ( )
( ) ( )1 0

1
1 0

g g
g e

−
 = = −

−
， 

即 1e e = − ，所以 ( )ln 1e = − ． 

25．①②③. 

由题意知， ( )2

1 1 1,n n nB y y− − − ， ( )2

2 2 2,n n nB y y− − − ， 

直线 1 2n nB B− − 的斜率为
1 2

2 2

1 2 1 2

1n n

n n n n

y y

y y y y

− −

− − − −

−
=

− +
， 

则直线 1 2n nB B− − 的方程为 ( )2

1 1

1 2

1
n n

n n

y y x y
y y

− −

− −

− = −
+

， 

令 0x = ，则

2

1
1

1 2

n
n

n n

y
y y

y y

−
−

− −

−
− =

+
，

1 2

1 2

n n

n n

y y
y

y y

− −

− −

 =
+

，即
1 2

1 2

n n
n

n n

y y
y

y y

− −

− −

=
+

， 

在等式
1 2

1 2

n n
n

n n

y y
y

y y

− −

− −

=
+

两边取倒数得
1 2

1 1 1

n n ny y y− −

= + . 

1 0y  ， 2 0y  ，由此可得出 3 0y  ， 4 0y  ， ，命题②正确； 
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1 2

1 1 1
0

n n ny y y− −

− =  ，则
1

1 1

n ny y −

 ，由②知，对任意的n N ， 0ny  ， 

1n ny y −  ，即数列 ny 是单调递减数列，命题①正确； 

若 1 4y = ， 2 3y = ，则 3

12

7
y = ， 4

12

11
y = ， 3

2

3
y = ，命题③正确. 

26．  

（1） 1a = 时，
21

( ) ln 2 ( 0)
2

f x x x x x= + −  ， 

故
2

2

1 2 1
( ) 2 0

x x
f x x

x x

 − +
= + − =  ， 

( )f x 在 (0, )+ 上单调递增．……………………………………………………4 分 

（2）由题意可知 ln ( 1)x a x= + 有两解， 

设直线 y kx= 与 lny x= 相切，切点坐标为 ( )0 0,x y ， 

则

0 0

0 0

0

ln

1

y kx

y x

k
x


 =


=

 =


，解得 0 0

1
, 1,x e y k

e
= = = ， 

1
0 1a

e
  +  ，即

1
1 1a

e
−   − ． 

∴实数a 的取值范围是
1

1, 1
e

 
− − 
 

．………………………………………………6 分 

不妨设 2 1 0x x  ，则 1 1 2 2ln ( 1) , ln ( 1)x a x x a x= + = + ， 

两式相加得： ( ) ( )1 2 1 2ln ( 1)x x a x x= + + ， 

两式相减得： ( )2
2 1

1

ln ( 1)
x

a x x
x
= + − ， 

( )1 2 1 2

2 2 1

1

ln

ln

x x x x

x x x

x

+
 =

− ，故 ( ) 1 2 2
1 2

2 1 1

ln ln
x x x

x x
x x x

+
= 

−
， 
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要证
2

1 2x x e ，只需证
1 2 2

2 1 1

ln 2
+

 
−

x x x

x x x
，……………………………………8 分 

即证
( )

2

2 1 12

21 1 2

1

2 1
2

ln

1

x

x x xx

xx x x

x

 
− 

−   =
+

+

，……………………………………10 分 

令
2

1

1
x

t
x

=  ，故只需证
2( 1)

ln
1

t
t

t

−


+
在 (1, )+ 恒成立即可． 

令
2( 1)

( ) ln ( 1)
1

t
g t t t

t

−
= − 

+
， 

则

2

2 2

1 4 ( 1)
( ) 0

( 1) ( 1)

t
g t

t t t t

 −
= − = 

+ +
，…………………………………………12 分 

∴ ( )g x 在 (1, )+ 上单调递增， 

( ) (1) 0g t g  = ， 

即
2( 1)

ln
1

t
t

t

−


+
在 (1, )+ 恒成立． 

2

1 2  x x e ．…………………………………………………………………………14 分 

 

 


