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2022 届毕业生“极光杯”线上综合测试 I 解析 

数  学 
注意事项： 

1. 答卷前，考生务必将自己的姓名、考生号等填写在答题卡和试卷指定位置上。 

2. 回答选择题时，选出每小题答案后，用铅笔把答题卡上对应题目的答案标号涂 

黑。如需改动，用橡皮擦干净后，再选涂其他答案标号。回答非选择题时，将答案写在 

答题卡上。写在本试卷上无效。 

3. 考试结束后，将本试题卷和答题卡一并上交。 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分。在每小题给出的四个选项中，只 

有一项是符合题目要求的。 

a1. 函数 3sin cosy x x  的最小正周期是 B 

A. 4                B. 2            C.             D. 
2


  

a 2. 设
2

i
1 i

z a b  


，则 z 是纯虚数的一个必要条件是 A 

A. 1a            B. 1a             C. 1b           D. 1b    

a 3 . 若数列{ }na 是公比为2的正项等比数列，则下列等比数列的公比不为2的是 C 

A. 1{ }n na a        B. 1{ }
2

n na a 
       C. 1 2{ }n n na a a    D. 1 2{ }

3

n n na a a  
 

a 4. 设命题 p ：
2

[ , 2]
2

x  ，
1

x a
x

  . 若 p┐ 是真命题，则实数 a 的取值范围是 B 

A. 
3 2

[ , )
2

        B. [2, )         C. 
3 2

( , ]
2

            D. ( , ]2   

a 5 . 某市爆发了一种疾病，现用试剂 X 对该地市民进行检测．若检测结果为阳性，则表 

明被测者已患病；反之，则表明被测者未患病．假设试剂 X 的检测正确率为90% ， 

此疾病在该市的感染率为1% ，则检测结果为阳性的人患有此疾病的概率为 A 

A. 
1

12
               B. 

1

11
            C. 

1

10
          D. 

1

9
  

a 6 . 已知 2log 3a  ， 2log 0.3b  ， 0.2log 0.3c  ，则下列各式不成立的是 D 

A. 0a b           B. a c          C. 
5

2
a c              D. 2 2 1b c  a  

 7 . 已知点 1 2,F F 在 AOB 的边OB上，且 1 1BF  ， 2 3BF  . 动点P在边OA上，且以 
 

1 2,F F 为焦点的椭圆E 经过动点 P . 若 30AOB  ，则椭圆E 离心率的范围是 D 

A. 
2

(0, ]
3

             B. (
1 2

, ]
2 3

       C. 
1 2 7

( , ]
2 7

            D. (0, ]
2 7
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a8 . 与平面角的概念类似，我们用立体角．．．刻画空间中物体对于定点的张角. 其定义如下：

以观测点为球心，作半径为 1 的单位球面，任意物体投影到该单位球面上的投影面

积，即为该物体相对于该观测点的立体角，通常用表示. 例如，半球面对于球心

的立体角 2  ，整球面对于球心的立体角 4   . 如图所示，我国 2020 年投入

使用的500米口径球面射电望远镜（简称 FAST），是中国国家“十一五”重大科

技基础设施建设项目. 该望远镜 

的主体部分可以视为某与地面平 

行的平面截球面所得，且截面圆 

直径 500mD  ，对于球心的立体 

角约为110 ~ 120 ，则可以估算得 FAST 的高约为 B 

A. 80m               B. 130m          C. 180m         D. 230m   

 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。在每小题给出的选项中，有多项 

符合题目要求。全部选对的得 5 分，部分选对的得 2 分，有选错的得 0 分。 

a 9 . 下列有关统计学相关概念的说法，正确的是 AC 

    A. 若随机变量 X 满足 ( ) C (1 )k n k k

nP X k p p   ， 0,1, ,k n ，则 X 服从二项分布 

    B. 设 1 2 20, , ,a a a 是严格单调递增的一组数据，则这组数据的上四分位数为 15a  

    C. 正态密度函数为单峰函数，且峰值与标准差 成反比 

    D. 在一元回归模型Y bx a e   中，随机误差e 满足 ( ) 0E e c  ， 2( )D e   

10 . 若单位向量 ,a b是平面 的一组基，  c a b，  d a b ，则 BD 
 

A. a b          B. c d           C. | | | | 2 2 c d   D. | | 3 | | 4 c d  

11. 在 ABC△ 中， , ,A B C 所对的边分别为 , ,a b c ，G 是 ABC△ 的重心. 则下列能说明 

ABC△ 一定是等腰三角形的条件是 AD 

    A. sin sinA B     B. cosc a B       C. sin 2 sin 2A B  D. AG BC  

12 . 非空集合 ,A B满足 {1,2, ,10}A B  ，且 A B 中元素个数不大于1. 定义集合 

 

{ | , }A B x y x A y B     ， \A B  { | , }x x A x B  ，则 ACD 
 

    A. 集合 ,A B中元素个数之和为10 或11   B. 集合 A B 中元素个数最多为17  

    C. 集合 A B 中元素个数最多为18     D. 集合 \A B 中元素个数最多为9  
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三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分。 

13. 若 n为正整数，且
3

1
( )nx

x
 的展开项中有常数项，则n的最小值为________ . 5 

14. 若满足
1

tan( )
4 3




  ，则 sin 2 ________  . 
4

5
  

15. 设正方形 ABCD 的边长为2，E 为 AD 的中点，将 AEB△ 和 DEC△ 分别沿 ,EB EC 折 

起，使得 ,A D 两点重合于P，则三棱锥 P EBC 的体积为 ________ . 
3

3
 

16. 过双曲线
2

2

2
1

x
y

a
  ( 0)a  的左顶点M 作互相垂直的两条直线 1 2,l l ，分别与双曲线 

交于 ,A B两点，若直线 AB与 x轴平行，则 ________a  ；设点M 到直线 AB的距 

离为 d ，则
| |

d

AB
的取值范围是 ________ .  1；

1
(0, )

2
 

 

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 

17.（10 分） 

设数列{ }na 满足：对任意正整数 n，有 32
1 2 19 9 9

n

n

a aa
a n


     . 

（1）求数列{ }na 的通项公式； 

（2）设 n na b n ，求数列{ }nb 的前 n项和 nS .  

解：（1）由题意，令 1n  ，得 1 1a  .  

     1n  时， 3 3 12 2
1 12 1 2 2

( ) ( ) ( 1) 1
9 9 9 9 9 9

n n

n n

a a a aa a
a a n n

 
             . 

     因此
1

1
9

n

n

a

 ，{ }na 的通项公式为 19n

na  ( )n N . 

（2）由（1）及条件可得， 1

1

1
( )

9 9

n

n n

n
b n 


   . 

     因此 0 1 11 1 1
1 ( ) 2 ( ) ( )

9 9 9

n

nS n            ① 

 1 21 1 1 1
1 ( ) 2 ( ) ( )

9 9 9 9

n

nS n              ② 

 ① ②得： 1 2 1

1
1 ( )

8 1 1 1 1 191 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
19 9 9 9 9 9

1
9

n

n n n

nS n n



         



， 

 化简得
81 1 9 1

[1 ( ) ] ( )
64 9 8 9

n n

n

n
S     . 
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18.（12 分） 

在Rt ABC△ 中，B为直角顶点， , ,a b c 分别为 , ,A B C 所对的边，且
5

( )
7

b a c  . 

（1）求 cos cosA C ； 

（2）设点 ', ', 'A B C 满足 'AB BC ， 'BC CA ， 'CA AB . 记 ' ' 'A B C△ 的面积为 

的 1S ， ABC△ 的面积为 2S ，求 1

2

S

S
的值. 

注：（秦九韶公式）三边长分别为 , ,a b c 的三角形面积
2 2 2

2 2 21
[ ( ) ]

4 2

a c b
S a c

 
  . 

解：（1）由条件及正弦定理，得
7 7

sin sin sin
5 5

A C B   . 

     又 A与C 互余，故
7

sin sin sin sin( ) sin cos
2 5

A C A A A A


       . 

     两边平方得
49

1 2sin cos
25

A A  ， 

     故
1 49 12

cos cos cos cos( ) sin cos ( 1)
2 2 25 25

A C A A A A


      . 

     （2）在Rt ABC△ 中， 0
2

BAC


   ，联立
2 2

7
sin cos

5

sin cos 1

BAC BAC

BAC BAC


   


    

， 

     解得
3

cos
5

BAC  或
4

cos
5

BAC  . 

     ①若
3

cos
5

BAC  ，不妨设 5AC  ，则 3AB  ， 4BC  ， 2

1
3 4 6

2
S     . 

     在 ' 'A BC△ 中， ' 3BC AB  ， ' 2 8A B BC  ，cos ' ' cos( ) 0A BC ABC    ， 

     由余弦定理， 2 2' ' ' ' 2 ' ' cos ' ' 73A C BC BA BC BA A BC       ； 

     同理可得 ' ' 6 5A B  ， ' ' 97B C  ，代入秦九韶公式得 1 42S  ，故 1

2

42
7

6

S

S
  . 

     ②若
4

cos
5

BAC  ，不妨设 5AC  ，则 4AB  ， 3BC  ， 2

1
4 3 6

2
S     . 

     同①计算得 ' ' 2 13A C  ， ' ' 145A B  ， ' ' 153B C  ，故 1 42S  ，仍有 1

2

7
S

S
 . 

     综上所述， 1

2

7
S

S
 . 

     注：若考生使用纯几何做法，只要过程合理，步骤清晰完整，也给分. 
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19.（12 分） 

在空间四边形 ABCD 中， AB BC ， AB CD ， BC CD ， 2AD  . 

（1）若 AB BC CD  ，求异面直线BC 和 AD 所成角的余弦值； 

（2）若 , , ,A B C D均在球O 上，求球O 的半径和四面体 ABCD 体积的最大值 

解：（1）设异面直线BC 和 AD 所成角为 ， 

     则
( )

| cos |
| | | | | | | |

BC AD BC AB BC CD

BC AD BC AB BC CD


   
 

   
. 

     由于 AB BC ， AB CD ， BC CD ，故 AB BC  AB CD  0BC CD  . 

     于是
2 2 2

| |AB BC CD AB BC CD     . 

     而 AB BC CD  ，故

2

3
| cos |

3| | | | | | 3 | |

BC AD BC

BC AD BC BC



  

 
. 

     即异面直线BC 和 AD 所成角的余弦值为
3

3
. 

（2）因为 AB BC ， AB CD ， ,BC CD 平面 BCD，且BC CD C ， 

     故 AB 平面 BCD . 又 BD平面BCD，故 AB  BD， ABD△ 为直角三角形. 

     又因为 AB BC ， BC CD ，因此 ABC△ 、 BCD△ 都是直角三角形. 

     由勾股定理， 2 2 2 2 2 2 2 2AD AB BD AB BC CD AC CD       . 

     由勾股定理的逆定理知， ACD△ 也是直角三角形. 

     因此 AD 的中点M 满足：
1

2
MA MB MC MD AD    ，故M 即是球心O ， 

     球O 的半径
1

1
2

r AD  . 

     四面体 ABCD 的体积
1 1

3 6
BCDV AB S AB BC CD    △ . 

     利用三个正数的算术-几何平均不等式：对任意正数 , ,x y z ， 

     有不等式
3

x y z
xyz

 
≤ 成立；当且仅当 x y z  时，上述不等式取等号. 

     令上面不等式中 2x AB ， 2y BC ， 2z CD ，可以得到 

     
22 2 2

3 2 2 2 3
4

( )
3 3

AB BC CD
AB BC CD AB BC CD

 
     ≥ ， 

     当且仅当 x y z  ，即
2 3

3
AB BC CD   时，上述不等式取等号. 

     因此，当
2 3

3
AB BC CD   时，四面体 ABCD 体积取到最大值

4
3

27
. 
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20.（12 分） 

根据以往的经验，某工程施工期间的降水量 X（单位：mm）对工期的影响如下表： 

降水量 X  [0,300)  [300,600)  [600,900)  [900, )  

工期延误天数Y  0  2 5  8  

历史气象资料表明：该工程施工期间降水量 X 小于300,600,900的概率分别为0.3,  

0.7,0.9 . 

（1）求工期延误天数Y 的均值与方差； 

（2）求在降水量 X 至少是300的条件下，工期延误不超过5天的概率； 

（3）由于该工程在7 ~ 8月施工，故当气温较高时，工人可能无法按时完成当日计 

划工作量. 已知在某个40 天的施工周期内，有30天的最高气温不低于35 C ，这其中仅 

有12 天完成了当日的工作量；剩余10 天中，有8 天完成了当日的工作量. 依据小概率 

值 0.005  的 2 独立性检验，判断“当日最高气温不低于35 C ”和“工人能完成当日 

的工作量”是否相互独立，并写出零假设.     

     附：
2

2 ( )

( )( )( )( )

n ad bc

a c b d b c a d





   
，临界值 0.005 7.879x  . 

解：（1）由题， ( [0,300)) 0.3P X   ， ( [300,600)) 0.7 0.3 0.4P X     ， 
 

     ( [ 6 0 0 , 9 0 0 ) ) 0 . 9 0 . 7 0 . 3P X     ， ( [900, )) 1 0.9 0.1P X      . 
 

     对应有 ( 0) 0.3P Y   ， ( 2) 0.4P Y   ， ( 5) 0.2P Y   ， ( 8) 0.1P Y   . 
 

     因此 ( ) 0 0.3 2 0.4 5 0.2 8 0.1 2.6E Y          ， 
 

     2 2 2 2( ) 0.3 (0 2.6) 0.4 (2 2.6) 0.2 (5 2.6) 0.1 (8 2.6) 6.24D Y              . 
 

    （2）记事件 A：降水量 X 至少是300；事件 B：工期延误不超过5天. 

     故所求概率
( ) 0.4 0.2 6

( | )
( ) 0.4 0.2 0.1 7

P AB
P B A

P A


  

 
. 

（3）记零假设为 0H . 由题可写出零假设如下： 
 

     0H ：“当日最高气温不低于35 C ”和“工人能完成当日的工作量”相互独立. 

     根据题意可以得到如下的2 2 列联表： 

 工人完成当日工作量 工人未完成当日工作量 

最高气温低于35 C  8  2  

最高气温不低于35 C  12  18  

     故
2

2

0.005

40 (8 18 2 12)
4.8 7.879

10 30 20 20
x

   
   

  
, 0H 不能被推翻. 

     因此，可以认为“当日最高气温不低于35 C ”和“工人能完成当日的工作量”相 

     互独立. 
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21.（12 分） 

如图所示，在平面直角坐标系 xOy中，矩形 ABCD 的顶点坐标分别为 ( 2,2)A  ， 

( 2,0)B  ， (2,0)C ， (2,2)D . 点 , ,E F G 分别为线段 , ,AD CD BC 上一点（不含端点），

且满足BE EF ， EF FG . 

（1）若点E 在第二象限，求 | |CG 的最大值；   

（2）过点 B作直线 FG的垂线，垂足为点H ， 

求 H 的轨迹方程.  

解：（1）设 ( 2,2)E t  ，则 | |AE t ，且点E 在第二象限，从而0 2t  . 

     由于四边形BEFH 为矩形，且BE EF ，EF FG ，故 BAE EDF FCG△ ∽△ ∽△ .     

     所以
| | | | | |

| | | | | |

AB DE CF

AE DF CG
  ，可得

| | | | (4 )
| |

| | 2

DE AE t t
DF

AB

 
  ， 

     3 2

(4 )
[2 ]

| | | | 12| | ( 4 4 )
| | 2 4

t t
t

CF AE
CG t t t

AB


 


     . 

     设 3 2( ) 4 4f t t t t   ， 2'( ) 3 8 4 (3 2)( 2)f t t t t t      . 

     因此 ( )f t 在
2

(0, )
3

上单调递增，在
2

( ,2)
3

上单调递减， 

     所以，当
2

| |
3

AE  时， max

2 8
| | ( )

3 27
CG f  . 

    （2）由题，四边形BEFH 为矩形，因此BH EF . 

     由于点 ,E F 不为对应线段的端点，则 (0,2) (2,4)t . 

     由（1）可得 ( 2,2)E t  ，
(4 )

(2,2 )
2

t t
F


 ，

(4 )
(4 , )

2

t t
EF t BH


    ， 

     因此点H 的坐标为
(4 )

(2 , )
2

t t
t


  . 因为

(4 ) [ 2 (2 )][2 (2 )]

2 2

t t t t     
  ， 

     故H 的横坐标 Hx 和纵坐标 Hy 满足
( 2 )(2 )

2

H H
H

x x
y

  
 ， 

     即H 在抛物线
2 4

2

x
y


 上. 注意到 2 ( 2,0) (0,2)Hx t    ， 

     故H 的轨迹方程为：
2 4

2

x
y


 ， ( 2,0) (0,2)x   

     注：若考生在（1）使用三个正数的算术-几何平均不等式，并说明取等条件，亦可. 
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22.（12 分） 

设函数 ( ) logaf x x ax  ( 0a  且 1)a  . 

    （1）讨论 ( )f x 的零点个数； 

（2）设
1 1

(1 )n

na
n n

  ，求证： *n N ，有 1 2eln(1 ) 2 elnnn a a a n       . 

解：（1） ( )f x 的定义域为 (0, ) ，对任意 0a  都有
1

( ) 1 1 0f
a

    . 

     对 ( )f x 求导数得
1 ln 1

'( )
ln ln

ax a
f x a

x a x a


   . 

     ①若 1a  ，则 ln 0x a  ， ln 1 0ax a   ， 

     故 '( ) 0f x  ， ( )f x 在 (0, ) 上单调递增， ( )f x 只有一个零点
1

a
； 

     ②若 0 1a  ，令 '( ) 0f x  得
1

ln
x

a a
  . 结合分母 ln 0x a  得： 

x  
1

(0, )
lna a

  
1

lna a
  

1
( , )

lna a
   

'( )f x    0    

( )f x   极小  

     因此 ( )f x 的最小值为

1
ln( )

1 1 ln ln( ln ) 1ln( )
ln ln ln ln

a aa af
a a a a a


   

    . 

     设 ( ) ln 1g t t t   ， (1) 0g  ，
1

'( ) 1g t
t

  ， 

     因此 ( )g t 在 (0,1) 上单调递减，在 (1, ) 上单调递增， ( ) (1) 0g t g  . 

     令 ln (0, )t a    ，得
1 ( )

( ) 0
ln

g t
f

a a t
  


，当且仅当 1ea  时等号成立. 

       （i）当 1ea  时， ( )f x 只有一个零点e ； 

       （ii）当 10 ea   时， (1) 0f a  ，
1

( ) 0
ln

f
a a

  ，故 ( )f x 在
1

(1, )
lna a

 上有 

     一根 1x ，另一根为
1

a
； 

       （iii）当 1e 1a   时，一根为
1

a
；又由于 0x  时， ln x x ， 
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     故 ( ) (1 ln )
ln

x
f x a x a

a
  ，所以

2 2

1
( ) 0

ln
f

a a
 . 因此 ( )f x 在

2 2

1 1
( , )

ln lna a a a
   

     上有一根 2x . 

     综上所述，当 1{e } (1, )a   时， ( )f x 有一个零点； 

              当 1 1(0,e ) (e ,1)a   时， ( )f x 有两个零点. 

（2）由（1）知，
1 1 1

ln(1 ) ln(1 ) 1n n n
n n n

      ，故
1

(1 ) en

na
n

   . 

     又当 ex  时， ln 0
e

x
x   ，故 elnx x . 

     令
1

(1 )nx
n

  ，得
e

[ ln( 1) ln ] e[ln( 1) ln ]na n n n n n
n

       .  

     所以， 1 2 e{( ln 2 ln1) (ln3 ln 2) [ln( 1) ln ]} eln( 1)na a a n n n             ； 

     另一方面，
1

ln(1 ) (1 )
1

1

1

1 1 e 1 1 e
e e e

( 2)
e

n
n n

n n
n

n

n
a

n n n n n n

 





      


， 

     其中前两个不等号应用不等式
1

ln 1x
x

  ( 1)x  和 e 1x x  ( 0)x  可以得到. 

     而当 1n  时，有
e 1 1

e(1 ) eln(1 ) e[ln ln( 1)]
1

n
n n

n n n


      


. 

     因此 1n  时， 1 2 2 eln1a    成立；当 2n  时， 1 2 na a a     

     2 e{(ln 2 ln1) (ln3 ln 2) [ln ln( 1)]} 2 elnn n n          . 至此，不等式得证.  

 


