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2021 年广州市普通高中毕业班综合测试（二） 

数学试题参考答案及评分标准 

评分说明: 

1．本解答给出了一种或几种解法供参考，如果考生的解法与本解答不同，可根据试题

的主要考查内容比照评分参考制订相应的评分细则． 

2．对计算题，当考生的解答在某一步出现错误时，如果后继部分的解答未改变该题的

内容和难度，可视影响的程度决定后继部分的给分，但不得超过该部分正确解答应得分数的

一半；如果后继部分的解答有较严重的错误，就不再给分． 

3．解答右端所注分数，表示考生正确做到这一步应得的累加分数． 

4．只给整数分数．选择题不给中间分． 

一、选择题：本题共 8 小题，每小题 5 分，共 40 分． 

题号 1 2 3 4 5 6 7 8 

答案 B A  D D C B B C 

 

二、选择题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分． 

9. BD             10. ABD         11. ACD         12. B 

三、填空题：本题共 4 小题，每小题 5 分，共 20 分． 

13. 3           14. 3             15. 3          16. 

2 2

1
16 12

x y
   

四、解答题：本题共 6 小题，共 70 分． 

17.（10 分） 

（1）解法 1： 由 +1 1+2 3 ( 2)n n nS S S n   ，得  +1 12n n n nS S S S    ， …………………1 分 

得 1 2n na a   2n  ，                             …………………………2 分 

即 1 2n

n

a

a

   2n  ，                               …………………………3 分 

    因为 na 是等比数列，所以 2q  .                   …………………………4 分 

    因为 1 1a  ， 

    所以
12n

na  .                                     …………………………5 分 

解法 2: 由 +1 1+2 3 ( 2)n n nS S S n   ，得 3 1 22 3S S S  ，        …………………………1 分 

得  1 2 3 1 1 22 3a a a a a a     ，                       …………………………2 分 



 

2 
 

整理得 3 22a a ，即 3

2

2
a

a
 .                             …………………………3 分 

因为 na 是等比数列，所以 3

2

2
a

q
a

  .                   …………………………4 分 

因为 1 1a  ， 

所以
12n

na  .                                         …………………………5 分 

解法 3：设等比数列{ }na 的公比为 q ， 

若 1q  ，由于 1 1a  ，则 1na  ， nS n .                 …………………………1 分 

因而    +1 1+2 1 2 1 3 1 3 ( 2)n n nS S n n n S n         ，与题设
+1 1+2 3 ( 2)n n nS S S n   矛盾， 

所以 1q  .                                            …………………………2 分 

由 +1 1+2 3 ( 2)n n nS S S n   ， 

得
1 11 1 1

2 3
1 1 1

n n nq q q

q q q

   
   

  
，                     …………………………3 分 

解得 2q  .                                            …………………………4分 

因为 1 1a  ，所以
12n

na  .                              …………………………5 分 

（2）解法 1：由（1）得
1 2

2 1
1 2

n
n

nS


  


.                …………………………6 分 

则
1

1 2 1n

nS 

   .                                    …………………………7 分 

所以
  

1

1
1

2

2 1 2 1

n

n
n n n

n n

a
b

S S






 
 

1

1 1

2 1 2 1n n
 

 
.  …………………………8 分 

所以
2 2 3 1

1 1 1 1 1 1

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
n n n

T


     
           

          
 ……………9 分 

1

1
1

2 1n
 


.                                …………………………10 分 

解法 2：由（1）得
1 2

2 1
1 2

n
n

nS


  


.                    …………………………6 分 

因为 1 1

1 1

n n n
n

n n n n

a S S
b

S S S S

 

 


                            …………………………7 分 
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E

D

CB

A

      

1

1 1

n nS S 

  .                                  …………………………8 分 

所以
1 2 2 3 1

1 1 1 1 1 1
n

n n

T
S S S S S S 

    
          
     

      …………………………9 分 

1 1

1 1

nS S 

                                    

1

1
1

2 1n
 


.                                …………………………10 分 

18. (12 分) 

（1）解：因为△BCD是等腰直角三角形， 90BCD   ， 2BD  ， 

         所以 2BC CD  ， 45CBD CDB   
.   …………1 分 

         因为 90ADB  ，
5

sin
5

ABD  ， 

         所以0 90ABD   ，
2 2 5

cos 1 sin
5

ABD ABD     ，  ………2 分 

5
cos

BD
AB

ABD
 


， sin 1AD AB ABD   .  …………………………4 分 

         在△ ACD中， 135ADC  ， 

由余弦定理得
2 2 2 cos135AC AD CD AD CD      

 

                 
2

2 2
1 2 2 1 2

2

 
        

 
 

                5 .                        …………………………5 分 

由正弦定理得
sin135 sin

AC AD

ACD



， 

得

2
1

102sin
105

ACD



   .                   …………………………6 分 

（2）解法 1：在△ ACD中，由正弦定理得
sin sin

CD AD

CAD ACD


 
， 

        得
sin

sin
CD ACD

CAD
AD

 
  

5

5
.             …………………………7 分 
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        由于0 90CAD  ，得
2 2 5

cos 1 sin
5

CAD CAD     . …………8 分 

        所以
sin 1

tan
cos 2

CAD
CAD

CAD


  


.                …………………………9 分 

        在 Rt△ ADE 中，
1

tan
2

DE AD CAD    ，               

        
1 1

2 4
ADES AD DE     .                        …………………………10 分 

        在 Rt△ ABD中， 
1

1
2

ABDS AD BD     .         …………………………11 分 

        所以△ ABE 的面积为 ABD ADES S S  
3

4
 .       …………………………12 分 

解法 2：由（1）知 5AC AB  ， 2BC  ， 

       则

2

21 1

2 2
ABCS BC AB BC

 
     

 

3

2
 .           …………………………7 分 

       由于
1 1 5 1

sin 5
2 2 5 2

ABES AB BE ABD BE BE           ，  …………8 分 

       
1 1 1

sin 2 sin 45
2 2 2

CBES BC BE CBD BE BE          
， ……………9 分 

       所以 ABE CBES S  .                              …………………………10 分 

       因为 ABE CBE ABCS S S    ，                      …………………………11 分 

       所以△ ABE 的面积为
1

2
ABE ABCS S 

3

4
 .         …………………………12 分 

解法 3：由
10

sin
10

ACD  ，且0 90ACD  ， 

       得
2 3 10

cos 1 sin
10

ACD ACD     .          …………………………7 分 

       在△CDE 中， 180 135CED ACD CDB ACD       ， 

       则  sin sin 135CED ACD  
 

                   sin135 cos cos135 sinACD ACD    
   …………………8 分 

                   
2 3 10 2 10

2 10 2 10

 
      

 
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2 5

5
 .                            …………………………9 分 

       由正弦定理得
sin sin

DE CD

ACD CED


 
， 

       得
sin

sin

CD ACD
DE

CED

 




10
2

110

22 5

5



  .         …………………………10 分 

       所以
3

2
BE BD DE   .                         …………………………11 分 

       所以△ ABE 的面积为
1

sin
2

S BE AB ABD    
1 3 5

5
2 2 5

   
3

4
 .…12 分 

解法 4：由
10

sin
10

ACD  ，且0 90ACD  ， 

        得
2 3 10

cos 1 sin
10

ACD ACD     .          …………………………7 分 

        因为 90ACB BCD ACD ACD     ， 

        所以  
10

cos cos 90 sin
10

ACB ACD ACD     
，…………………8 分 

         
3 10

sin sin 90 cos
10

ACB ACD ACD     
.   ……………………9 分 

        在△BCE 中， 180 45 135BEC ACB ACB        ， 

        则  sin sin 135BEC ACB  
 

                    sin135 cos cos135 sinACB ACB    
  

                    
2 10 2 3 10

2 10 2 10

 
      

 
 

                    
2 5

5
 .                           …………………………10 分 

       由正弦定理得
sin sin

BC BE

BEC ACB


 
， 
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z

yx

O
C1

B1

A1

C

B

A

       得
sin

sin

BC ACB
BE

BEC

 




3 10
2

310

22 5

5



  .         …………………………11 分 

       所以△ ABE 的面积为
1

sin
2

S BE AB ABD    
1 3 5

5
2 2 5

   
3

4
 .…12 分 

19.（12 分） 

（1）解: 由散点图中数据和附注中参考数据得 5t  ，  
9 2

1

60i
i

t t


  ，  

     
54.2

6.02
9

y   ，                                  …………………………3 分 

    得

 

9

1

9 2

1

9
183.6 5 54.2 87.4

1.46
60 60

i i
i

i
i

t y t y
b

t t





   
    



 ， …………………………5 分 

所以   6.02 1.46 5 13.32a y bt       .            …………………………6 分 

所以 y 关于 t 的回归直线方程为  1.46 13.32y t   .      …………………………7 分 

（2）解：由题意  1.6,0.36X N ，  
1 0.9544

2 0.9772
2 2

P X       ，……9 分 

所以 2 1.6 2 0.6 0.4      时，满足题意.          …………………………11 分 

所以该地区最低人均年纯收入标准大约为0.4 万元.        ………………………12 分 

 20. (12 分) 

（1）证明：记 1 1BC B C O ，连结 AO， 

因为侧面 1 1BB C C 是菱形， 所以 1 1B C BC , 1BB BC .     …………………………1 分 

因为 1ABB ABC   , AB AB ,  所以△ 1ABB ≌△ ABC .  …………………………2 分 

所以 1AB AC .                                         …………………………3 分 

因为O是 1B C 的中点， 所以 1AO B C .…………………………4 分 

因为 1AO BC O , AO平面 1ABC , 1BC 平面 1ABC , 

所以 1B C 平面 1ABC .  …………………………5 分 

（2）解法 1： 

因为 1AB AC ，O为 1BC 的中点，所以 1AO BC .        …………………………6 分 
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D
O

C1

B1

A1

C

B

A

由（1）可知 1B C AO ，因为 1 1BC B C O ， 

所以 AO面 1 1BB C C .                                  …………………………7 分 

以O为原点建立如图的空间直角坐标系O xyz , 设 AO t ,  …………………………8 分 

因为 1 1 2BB B C  ，所以 1 1B O  ， 3BO  . 

则  3,0,0B ，  1 0,1,0B ，  0, 1,0C  ，  0,0,A t ， 

 1 0, 1,B A t 


，  1 3, 1,0B B  


，  3,0,BA t 


，  0,1,CA t


 

设平面 1AB B 的法向量为 1n  1 1 1, , x y z ，则有 

1 n
1 1 1 0B A y tz   


， 1 n

1 1 13 0B B x y  


，          

令 1 3y  ，得平面 1AB B 的一个法向量为 1n
3

1, 3,
t

 
   
 

.   …………………………9 分 

设平面 ABC 的法向量为 2n  2 2 2, ,x y z ，则有 

2 n
2 23 0BA x tz   


， 2 n

2 2 0CA y tz  


，          

令 2 3x  ，则 2 3y   ，
2

3
z

t
 . 

则平面 ABC 的一个法向量为 2n
3

3, 3,
t

 
  
 

.               ………………………10 分 

由题意知 1 n 2n
2

3 3
3 3 3 0

t
    , 解得

6

2
t  .       …………………………11 分 

所以
1 1 1 1 1 1

1 1 6 2
3

3 3 2 2
=C ABB A BB C BB CV V AO S         .  ………………………12 分 

解法 2：作CD AB 于 D ，连接 1B D ， 

   由（1）知 △ 1ABB ≌△ ABC ， 

   所以 1B D AB ， 1CD B D .                          …………………………6 分 

   所以 1B DC 是二面角 1B AB C  的平面角，依题意得 1 90B DC   .  …………7 分 

   因为 1 1 2BB B C  ，所以 1 2CD B D  . 
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O
D

B

C
C1

B1

A1
A

   因为 1AB AC ，O为 1BC 的中点，所以 1AO BC .      …………………………8 分 

   由（1）可知 1B C AO ，因为 1 1BC B C O ，所以 AO面 1 1BB C C . …………9 分 

   设 AO x ，在 Rt△ 1AOB 中, 
2 2 2 2

1 1 1AB BO AO x    ， ……………………10 分 

   在 Rt △ 1ADB 中, 2 2 2

1 1 1AD AB B D x    ， 

   在 Rt △ AOB中, 2 2 2 3AB AO BO x    ，         

   在 Rt △ 1BDB 中, 2 2

1 1 2BD BB B D   ，            

   因为 AB BD AD  , 

   则 2 23 1 2x x    , 解得
6

2
x  .                 ………………………11 分 

   所以
1 1 1 1 1 1

1 1 6 2
3

3 3 2 2
=C ABB A BB C BB CV V AO S         . ……………………12 分 

解法 3：作CD AB 于 D ，连接 1B D ，DO， 

   由（1）知 △ 1ABB ≌△ ABC ， 

   所以 1B D AB ， 1CD B D .                          …………………………6 分 

   所以 1B DC 是二面角 1B AB C  的平面角，依题意得 1 90B DC   .  …………7 分 

   又 1CD B D D ，则 AB 平面 1CDB . 

   因为DO平面 1CDB ，所以 DO AB .                …………………………8 分 

   因为 1 1 2BB B C  ，所以 1 2CD B D  ， 1DO  ， 3BO  . 

   在 Rt △ 1BDB 中， 2 2

1 1BD BB B D  2 . 

   因为 Rt △ AOB～Rt△ BOD， 

   所以
AO DO

BO BD
 ，得

6

2
AO  .                        …………………………9 分 

   因为 1AB AC ，O为 1BC 的中点，所以 1AO BC .      …………………………10 分 

   由（1）可知 1B C AO ，因为 1 1BC B C O ，所以 AO面 1 1BB C C .  ………11 分 
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   所以
1 1 1 1 1 1

1 1 6 2
3

3 3 2 2
=C ABB A BB C BB CV V AO S         . ……………………12 分 

21.（12 分） 

（1）解: 设  0 0,B x y 是抛物线C 上的任一点，则
2

0 02x py . …………………………1 分 

        
2 2

0 00AB x y p     

         2 2

0 0 02 2py y py p     

         2 2

0y p  .                                   …………………………2 分 

     因为 0 0y  , 

     所以当 0 0y  时， 2

min
AB p p  .                 …………………………3 分 

     依题意，得 2p  .                                    

     所以C 的方程为
2 4x y .                            …………………………4 分 

 （2）解法 1：因为点 F 是C 的焦点，所以  0,1F .          …………………………5 分 

根据题意，直线 1l 的斜率 k 存在且 0k  ，设 1 : 1l y kx  ， 

由于 1 2l l ，则 2

1
: 1l y x

k
   . 

设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ，  ,S x y  ， 

由
2

1,

4 ,

y kx

x y

 



消去 y ，得 2 4 4 0x kx   ， 

     
2 24 4 4 16 1 0k k        ， 

则 1 2 4x x k  .                                   …………………………6 分 

因为 S 是线段MN 的中点， 

所以 1 2 2
2

x x
x k


   ，

21 2 1y kx k     . 

所以  22 ,2 1S k k  .                               …………………………7 分 

同理得
2

2 2
, 1T

k k

 
  
 

.                             …………………………8 分 
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则直线 ST 的斜率为

 2

2

2
2 1 1

2
2

k
k

k

k
k

 
   

  
 

  
 

2 1k

k


 . …………………………9 分 

则直线 ST 的方程为    
2

2 1
2 1 2

k
y k x k

k


    ， 

得
2 1

3
k

y x
k


  .                                …………………………10 分 

所以直线 ST 恒过定点  0,3 .                       …………………………11 分 

所以存在定圆 :H  
22 23 (x y r r   为常数，且 0)r  ，使得直线 ST 截圆 H 所得 

的线段长恒为定值 2 r .                            …………………………12 分 

解法 2：因为点 F 是C 的焦点，所以  0,1F .                …………………………5 分 

根据题意，直线 1l 的斜率 k 存在且 0k  ，设 1 : 1l y kx  ， 

由于 1 2l l ，则 2

1
: 1l y x

k
   . 

设  1 1,M x y ，  2 2,N x y ，  ,S x y  ， 

由
2

1,

4 ,

y kx

x y

 



消去 y ，得 2 4 4 0x kx   ， 

     
2 24 4 4 16 1 0k k        ， 

则 1 2 4x x k  .                                    …………………………6 分 

因为 S 是线段MN 的中点， 

所以 1 2 2
2

x x
x k


   ，

21 2 1y kx k     . 

所以  22 ,2 1S k k  .                               …………………………7 分 

同理得
2

2 2
, 1T

k k

 
  
 

.                            …………………………8 分 

设点  0,3H ， 
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      由于
2 22 1 3 1

2
SH

k k
k

k k

  
  ， 

22

2
1 3

1

2TH

kkk
k

k

 


 



，     ……………9 分 

      所以 SH THk k .                                   …………………………10 分 

      所以 S ，T ， H 三点共线. 

所以直线 ST 恒过点 H .                            …………………………11 分 

所以存在定圆 :H  
22 23 (x y r r   为常数，且 0)r  ，使得直线 ST 截圆 H 所得 

的线段长恒为定值 2 r .                            …………………………12 分 

22. (12 分) 

（1）解：函数 ( )f x 的定义域为  1,+  ，
21 2 1 2

( ) 2 ( 1)
1 1

ax a
f x a x

x x

 
    

 
. 

…………………………1 分 

① 若1 2 0a  ，即
1

0
2

a  ，则 ( ) 0f x  对  1,+x   恒成立， 

所以 ( )f x 在  1,+  上单调递增；                    …………………………2 分                            

② 若1 2 0a  ，即
1

2
a  ，则方程 22 1 2 0ax a   的两根为

1
1

2
x

a
   ； 

当
1

1 1
2

x
a

     时， ( ) 0f x  ； 

当
1 1

1 1
2 2

x
a a

     时， ( ) 0f x  ； 

当
1

1
2

x
a

  时， ( ) 0f x  ； 

所以函数  f x 在
1

1, 1
2a

 
    
 

上单调递增，在
1 1

1 , 1
2 2a a

 
    
 

上单调递减， 

在
1

1 ,
2a

 
   

 
上单调递增.                           …………………………3 分 

综上所述,当
1

0
2

a  时，  f x 在  1,+  上单调递增； 
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当
1

2
a  时，  f x 在

1
1, 1

2a

 
    
 

上单调递增，在
1 1

1 , 1
2 2a a

 
    
 

上单调递减，

在
1

1 ,
2a

 
   

 
上单调递增.                          …………………………4 分 

（2）证明：当
1

2
a  时，  

21
( ) ln( 1) 1

2
f x x x    ， 

由（1）知 ( )f x 在  0, 上单调递增，即对任意  0,x  ，有
1

( ) (0)
2

f x f  ， 

即
22ln( 1) ( 1) 1x x    ，整理得

22 2ln( 1)x x x   .      …………………………5 分 

令
1

( 1,2, , )x k n
k

  … ，则
2

2 1 1
2ln

k k

k k

 
 .              …………………………6 分 

累加得
2 2 2

3 5 2 1 3 4 1
1 2 ln 2 ln ln ln 2ln( 1).

2 3 2 3

n n
n

n n

  
           

 
…  

…………………………7 分 

下面证明：对任意 nN
*
， ln( 1)

1

n
n

n
 


. 

记函数
2( ) 2 ln 1( 1)h t t t t t    ，则 ( ) 2(ln 1)h t t t    ， 

1
( ) 2 1h t

t

    
 

， 

当 1t  时， ( ) 0h t   ，故函数 ( )h t 在区间 (1, ) 上单调递减. 

所以 ( ) (1) 0h t h   .                                    …………………………8 分 

故函数 ( )h t 在 (1, ) 上单调递减，所以 ( ) (1) 0h t h  . 

即对 1t  ，有 22 ln 1t t t  ，                               ………………………9 分                                     

令 1(t n n  N
*

) ，则  
2

2 1 ln 1 1 1n n n n       . ……………………10 分 

所以 ln( 1)
1

n
n

n
 


.                                   ………………………11 分 

所以
2 2 2

3 5 2 1 2
1 .

2 3 1

n n

n n


    


…                    …………………………12 分 

 


