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专题八 函数与导数 

一、 单项选择题 

1.（2021 日照三模 2）已知幂函数 y＝xa
的图象经过点（2，4），则 f（﹣3）＝（  ） 

A．﹣9 B．9 C．3 D．﹣3 

2.（2021 淄博三模 2）某个国家某种病毒传播的中期，感染人数 y 和时间 x（单位：天）在 18 天里的散点

图如图所示，下面四个回归方程类型中最适宜作为感染人数 y和时间 x的回归方程的是（  ） 

 

A．y＝a+bx B．y＝a+bex
 C．y＝a+blnx D．  

3.（2021 枣庄二模 3）已知函数
ln 2e ,  0

( )
( 3),  0

x x
f x

f x x

+ 
= 

− 
，则 (2021)f ＝ 

A．
2

e
              B．2e              C．

2

2

e
            D． 22e  

4．（2021 临沂二模 2）已知奇函数 f（x）= {
𝑥3 − 1，𝑥＜0

𝑔(𝑥)，𝑥＞0
，则 f（﹣1）+g（2）＝（  ） 

A．﹣11 B．﹣7 C．7 D．11 

5.（2021 潍坊四县 5 月联考 3）已知函数 ，若 f（f（﹣1））＝18，那么实数 a 的

值是（  ） 

A．0 B．1 C．2 D．3 

6.（2021 省实验中学二模 3）设 a＝50.3，b＝log0.30.5，c＝log30.4，则 a，b，c的大小关系是（  ） 

A．a＜b＜c B．b＜c＜a C．c＜a＜b D．c＜b＜a 

7．（2021 泰安二模 4）已知 a＝（ ）
﹣0.8

，b＝ ，c＝4
0.3
，则 a，b，c的大小关系是（  ） 

A．a＜b＜c B．a＜c＜b C．c＜b＜a D．b＜c＜a 
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8.（2021青岛三模 5）已知 1＜ ＜ ，M＝aa
，N＝ab

，P＝ba
，则 M，N，P的大小关系正确的为（  ） 

A．N＜M＜P B．P＜M＜N C．M＜P＜N D．P＜N＜M 

9.（2021日照二模 6）已知函数 f（x）是定义在 R上的偶函数，当 x＞0时，f（x）＝lnx+x，则 a＝f（﹣

2 ），b＝f（log29），c＝f（ ）的大小关系为（  ） 

A．a＞b＞c B．a＞c＞b C．b＞c＞a D．b＞a＞c 

10.（2021聊城三模 3）函数 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
 的图象大致为（    ）             

A.   B.  

C.         D.  

11.（2021淄博二模 5）函数 𝑓(𝑥) = (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)tan𝑥 的部分图像大致为（    ）．             

A.        B.  

C.          D.  

12.（2021德州二模 5）函数 𝑓(𝑥) =
2𝑥+1⋅ln|𝑥|

4𝑥+1
 的部分图像大致为（    ）．             

A.          B.  
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C.          D.  

13.（2021泰安二模 6）函数 y＝（ex
﹣e﹣x

）sin|2x|的图象可能是（  ） 

A．  B．   

C．  D．  

14.（2021潍坊三模 6）某地区为落实乡村振兴战略，帮助农民脱贫致富，引入一种特色农产品种植，该

农产品上市时间仅能维持 5 个月，预测上市初期和后期会因产品供应不足使价格持续上涨，而中期又将

出现供大于求使价格连续下跌．经研究其价格模拟函数为 ( ) ( )
2

3f t t t n= − + ，（0 5t  ，其中 0t =

表示 5月 1日， 1t = 表示 6月 1日，以此类推）．若 ( )2 6f = ，为保护农户的经济效应，当地政府计

划在价格下跌时积极拓宽外销，请你预测该农产品价格下跌的月份为（    ） 

A. 5月和 6月 B. 6月和 7月 C. 7月和 8月 D. 8月和 9月 

15.（2021 济宁二模 7）已知函数 𝑓(𝑥) = {
−1 + 2ln𝑥, 𝑥 > 1
1 − 2ln𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 1

 ，若 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) ，则 𝑎 + 𝑏 的最小值是

（    ）             

A. 2√𝑒          B. 𝑒        C. 1 + 𝑒         D. 2𝑒 

16.（2021菏泽二模 8）已知 a，b，c（0,3），且
cba cba 3,4,5 345 === ，下列不等式正确的是 

A.a > b > c  B.c > a > b  C.c > b > a  D.a > c > b 

17.（2021烟台三模 8）已知定义在R 上的奇函数 ( )f x 满足 ( ) ( )f x f x + = − ，当 ( )0,x  时，

( ) 2

sin x
f x

x x 
=

− +
，则下列结论正确的是（    ） 

A.  是函数 ( )f x 的周期 
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B. 函数 ( )f x 在R 上的最大值为 2 

C. 函数 ( )f x 在 ,
2 2

  
− 
 

上单调递减 

D. 方程 ( )
1

0
2

f x − = 在 ( )10,10x − 上的所有实根之和为3  

18.（2021滨州二模 4）设曲线 y＝e2ax
（e＝2.718…为自然对数的底数）在点（0，1）处的切线及直线 2x﹣

y﹣1＝0和两坐标轴的正半轴所围成的四边形有外接圆，则 a＝（  ） 

A．﹣1 B．−
1

4
 C．

1

4
 D．1 

19.（2021潍坊二模 6）关于函数 f（x）＝ ，其中 a，b∈R，给出下列四个结论： 

甲：6是该函数的零点； 

乙：4是该函数的零点； 

丙：该函数的零点之积为 0； 

丁：方程 f（x）＝ 有两个根． 

若上述四个结论中有且只有一个结论错误，则该错误结论是（  ） 

A．甲 B．乙 C．丙 D．丁 

20.（2021青岛二模 7）已知定义在 R上的函数 f（x）的图象连续不断，有下列四个命题： 

甲：f（x）是奇函数； 

乙：f（x）的图象关于直线 x＝1对称； 

丙：f（x）在区间[﹣1，1]上单调递减； 

丁：函数 f（x）的周期为 2． 

如果只有一个假命题，则该命题是（  ） 

A．甲 B．乙 C．丙 D．丁 

 

21．（2021临沂二模 6）在天文学上恒星的亮度一般用星等来表示．直接测量到的天体亮度被称为视星等 m，

而把天体置于 10秒差距的距离处所得到的视星等称为绝对星等 M，它能反映天体的发光本领．如果我们

观测到了恒星的光谱，可以知道一些类型恒星的绝对星等，就可以利用光谱视差法来获得这些恒星的距

离．如表是某校天文爱好者社团在网上收集到一些恒星的相关数据，那么最适合作为星等差 y 关于距离

x（光年）的回归方程类型的是（  ） 
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星名 天狼星 南河三 织女星 大角星 五车二 水委一 老人星 参宿四 

距离 x 8.6 11.46 25 36.71 42.8 139.44 309.15 497.95 

y＝m﹣M ﹣2.80 ﹣2.27 ﹣0.57 0.26 0.59 3.15 4.88 5.92 

A．y＝a+bx2
 B．y＝a+blgx C．y＝a+b√𝑥 D．y＝a+bx 

22.（2021济南二模 7）苏格兰数学家纳皮尔发明了对数表，这一发明为当时天文学家处理“大数运算”提

供了巨大的便利．已知正整数 N的 31次方是一个 35位数，则由下面的对数表，可得 N的值为（  ） 

M 2 3 6 7 8 9 11 12 13 14 15 16 17 

lgM 0.30 0.48 0.78 0.85 0.90 0.95 1.04 1.08 1.11 1.15 1.18 1.20 1.23 

A．12 B．13 C．14 D．15 

23.（2021青岛三模 8）定义在 R 上的奇函数 f（x）的图象连续不断，其导函数为 f'（x），对任意正实数

x恒有 xf'（x）＞2f（﹣x），若 g（x）＝x2f（x），则不等式 g（log3（x2﹣1）+g（﹣1）＜0）的解集

是（  ） 

A．（0，2） B．（﹣2，2）  

C．（﹣ ，2） D．（﹣2，﹣1）∪（1，2） 

24.（2021滨州二模 7）已知𝑎 =
𝑙𝑛2

2
，𝑏 =

1

𝑒
（e＝2.718…为自然对数的底数），𝑐 =

2𝑙𝑛3

9
，则 a，b，c的大小

关系为（  ） 

A．a＞b＞c B．a＞c＞b C．b＞a＞c D．b＞c＞a 

25.（2021潍坊四县 5月联考 8）关于函数 ，x∈（0，+∞）的性质，以下说法正确的是（  ） 

A．函数 f（x）的周期是 2π  

B．函数 f（x）在（0，π）上有极值  

C．函数 f（x）在（0，+∞）单调递减  

D．函数 f（x）在（0，+∞）内有最小值 

26.（2021 烟台适应性练习二 7）已知函数 f（x）是定义在区间（﹣∞，0）∪（0，+∞）上的偶函数，且

当 x∈（0，+∞）时，f（x）＝ ，则方程 f（x）+ ＝2根的个数为（  ） 

A．3 B．4 C．5 D．6 

27.（2021省实验中学二模 8）中国科学院院士吴文俊在研究中国古代数学家刘徽著作的基础上，把刘徽常

用的方法概括为“出入相补原理”：一个图形不论是平面的还是立体的，都可以切割成有限多块，这有
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限多块经过移动再组合成另一个图形，则后一图形的面积或体积保持不变．利用这个原理，解决下面问

题：已知函数 f（x）满足 f（4﹣x）＝f（x），且当 x∈[0，2]时的解析式为 f（x）＝ ，

则函数 y＝f（x）在 x∈[0，4]时的图象与直线 y＝﹣1 围成封闭图形的面积是（  ） 

A．2 B．2log23 C．4 D．4log23 

28.（2021 德州二模 8）已知定义在 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上的奇函数 𝑓(𝑥) 在 (−∞, 0) 上单调递增，且满

足 𝑓(−1) = −2 ，则关于 𝑥 的不等式 𝑓(𝑥) <
2

𝑥
+ sin𝜋𝑥 的解集为（    ）．             

A. (−∞, −1) ∪ (1,+∞)       B. (−1,0) ∪ (1,+∞)    

 C. (−∞, −1) ∪ (0,1)       D. (−1,0) ∪ (0,1)    

29.（2021 烟台适应性练习一 8）若函数 f（x）= {
𝑙𝑜𝑔2(−𝑥)，𝑥＜0

2𝑥 + 21−𝑥 − 𝑎，𝑥 ≥ 0
的所有零点之和为 0，则实数 a的

取值范围为（  ） 

A．（2√2，3] B．[2√2，3] C．（2√2，+∞） D．[2√2，+∞） 

 

二、 多项选择题 

30.（2021潍坊三模 9）已知函数
xy a= （ 0a  且 1a  ）的图象如下图所示，则下列四个函数图象与函

数解析式对应正确的是（    ） 

 

A.    B.     C.  D.  

31.（2021 潍坊二模 9）定义在 R 上的奇函数 f（x）满足 f（x+2）＝f（2﹣x），且在[0，2]上是增函数，

下面判断正确的是（  ） 

A．f（x）的周期是 4       B．f（2）是函数的最大值  

C．f（x）的图象关于点（﹣2，0）对称   D．f（x）在[2，6]上是减函数 
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32.（2021临沂二模 11）若 a＝log52，b=
1

2
ln2，c=

1

5
ln5，则（  ） 

A．a＞b B．b＞c C．c＞a D．a＞2b 

33.（2021济南二模 10）已知函数 f（x）＝ ，则下列说法正确的是（  ） 

A．f（x）为奇函数 B．f（x）为减函数  

C．f（x）有且只有一个零点 D．f（x）的值域为[﹣1，1） 

34.（2021淄博二模 11）已知 𝑒 是自然对数的底数，则下列不等关系中不正确的是（    ）．             

A. ln2 >
2

𝑒
       B. ln3 <

3

𝑒
         C. lnπ >

π

𝑒
       D. 

ln3

lnπ
<

3

π
 

35.（2021菏泽二模 10）已知 a > b > 0.a + b = 1，则下列结论正确的有 

A.a + b2 的最大能为
 3 

 2 
  B.22𝑎 + 22𝑏+1的最小值为 24  

C.a + sinb < 1            D.b + 1na > 0 

36.（2021济宁二模 11）已知 𝑓(𝑥) 是定义在 𝑅 上的偶函数， 𝑓(1 − 𝑥) = −𝑓(1 + 𝑥) ，且当 𝑥 ∈ [0,1] 时， 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 2 ，则下列说法正确的是（    ）             

A. 𝑓(𝑥) 是以 4 为周期的周期函数 

B. 𝑓(2018) + 𝑓(2021) = −2 

C. 函数 𝑦 = log2(𝑥 + 1) 的图象与函数 𝑓(𝑥) 的图象有且仅有 3个交点 

D. 当 𝑥 ∈ [3,4] 时， 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 9𝑥 + 18 

37.（2021菏泽二模 12）已知函数
xx ee

x
xf

−+
=

1

sin
)(


，则下列结论正确的有 

A.函数 f（x）是周期函数             B.函数 f（x）的图象关于直线 x = 
 1 

 2 
对称 

C.函数 f（x）在(1,2)上先减后增      D.函数 f（x）既有最大值又有最小值 

38.（2021 聊城二模 12）用符号[x]表示不超过 x的最大整数，例如：[0.6]＝0，[2.3]＝2．设 f（x）＝（1

﹣lnx）（ax2+2lnx）有 3个不同的零点 x1，x2，x3，则（  ） 

A．x＝e是 f（x）的一个零点  

B．x1+x2+x3＝2 +e  

C．a的取值范围是（﹣ ，0）  

D．若[x1]+[x2]+[x3]＝6，则 a的范围是[﹣ ，﹣ ） 
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39.（2021泰安二模 12）已知函数 f（x）＝ ，g（x）＝kx﹣k，则（  ） 

A．f（x）在 R 上为增函数  

B．当 k＝ 时，方程 f（x）＝g（x）有且只有 3个不同实根  

C．f（x）的值域为（﹣1，+∞）  

D．若（x﹣1）（f（x）﹣g（x））≤0，则 k∈[1，+∞） 

40.（2021德州二模 12）已知函数 𝑓(𝑥) =
ln𝑥

𝑥
 ，则（    ）．             

A. 𝑓(2) > 𝑓(5)     B. 若 𝑓(𝑥) = 𝑚 有两个不相等的实根 𝑥1 、 𝑥2 ，则 𝑥1𝑥2 < 𝑒
2   

C. ln2 > √
2

𝑒
      D. 若 2𝑥 = 3𝑦 ， 𝑥 ， 𝑦 均为正数，则 2𝑥 > 3𝑦    

41.（2021 青岛二模 12）已知函数 f（x）＝xcosx+sinx在区间（﹣nπ，nπ）（n∈N*）上的零点个数为 an，

函数 f（x）在区间（﹣nπ，nπ）（n∈N
*
）上的所有零点的和记为 bn．则下述正确的是（  ） 

A．bn＝0  

B．∑  𝑛
𝑖=1 𝑎𝑖 = 𝑛

2 + 2𝑛  

C．f（x）在区间（﹣nπ，nπ）上任意两零点的差大于
𝜋

2
  

D．f（x）在区间（﹣nπ，nπ）上任意两相邻零点的差大于π 

 

三、填空题 

42.（2021日照二模 13）已知函数 f（x）＝ ，则 f（f（ ））＝     ． 

43.（2021烟台适应性练习一 14）已知曲线 f（x）＝sin2x在 x＝π处的切线的倾斜角为α，则 cos2α的

值为  ． 

44.（2021 聊城三模 14）曲线 𝑦 = 𝑒𝑥 + 𝑥2 −
2

3
𝑥 在 𝑥 = 0 处的切线的倾斜角为 𝛼 ，则 sin(2𝛼 +

𝜋

2
) = 

________．     

45.（2021菏泽二模 13）写出一个同时满足下列两个条件的非常数函数 _________ 

①当 021 xx 时，f(x1+x2)=f(x1)f(x2)；②f(x)为偶函数 

46.（2021淄博三模 13）请写出一个函数 f（x）＝      ，使之同时具有如下性质：①∀x∈R，f（x）＝

f（4﹣x），②∀x∈R，f（x+4）＝f（x）． 
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47.（2021潍坊四县 5月联考 13）写出一个满足 f（x）＝f（2﹣x）的奇函数 f（x）＝      ． 

48.（2021枣庄二模 15）写出一个图象关于直线 2x = 对称且在[0，2]上单调递增的偶函数 ( )f x ＝       ． 

49.（2021聊城二模 15）请你举出与函数 f（x）＝e2x
﹣1在（0，0）处具有相同切线的一个函数          ． 

50.（2021潍坊三模 14）设函数 ( )
( )

2

, 1,

1 1, 1,

x x
f x

x x


= 

− + 

则不等式 ( ) ( )1 2 0f x f− +  的解集为___． 

51.（2021 滨州二模 15）某同学设想用“高个子系数 k”来刻画成年男子的高个子的程度，他认为，成年男

子身高 160cm 及其以下不算高个子，其高个子系数 k 应为 0；身高 190cm 及其以上的是理所当然的高个

子，其高个子系数 k应为 1，请给出一个符合该同学想法、合理的成年男子高个子系数 k关于身高 x（cm）

的函数关系式           ． 

52.（2021 日照三模 16）已知 a，b，c为正整数，方程 ax2
+bx+c＝0的两实根为 x1，x2（x1≠x2），且|x1|＜

1，|x2|＜1，则 a+b+c的最小值为    ． 

53.（2021 青岛三模 16）定义方程 f（x）＝f'（x）的实数根 x0叫做函数 f（x）的“新驻点”，若函数 g

（x）＝ x，h（x）＝ln2x，φ（x）＝sinx（0＜x＜π）的“新驻点”分别为α，β，γ，则α，β，

γ的大小关系为       ． 

54.（2021日照二模 16）牛顿选代法又称牛顿﹣拉夫逊方法，它是牛顿在 17世纪提出的一种在实数集上近

似求解方程根的一种方法．具体步骤如下：设 r 是函数 y＝f（x）的一个零点，任意选取 x0作为 r 的初

始近似值，过点（x0，f（x0））作曲线 y＝f（x）的切线 l1，设 l1与 x轴交点的横坐标为 x1，并称 x1为

r的 1次近似值；过点（x1，f（x1））作曲线 y＝f（x）的切线 l2，设 l2与 x轴交点的横坐标为 x2，称 x2

为 r 的 2 次近似值．一般的，过点（xn，f（xn））（n∈N）作曲线 y＝f（x）的切线 ln+1，记 ln+1与 x轴

交点的横坐标为 xn+1，并称 xn+1为 r的 n+1次近似值．设 f（x）＝x3+x﹣1（x≥0）的零点为 r，取 x0＝0，

则 r的 2次近似值为  ；设 ，n∈N*，数列{an}的前 n项积为 Tn．若任意 n∈N*，Tn＜

λ恒成立，则整数λ的最小值为      ． 

55.（2021 聊城三模 16）已知函数 𝑓(𝑥) = (
𝑥

𝑒𝑥
)2 + (𝑎 − 2)

𝑥

𝑒𝑥
+ 2 − 𝑎 有三个不同的零点 𝑥1 ， 𝑥2 ， 𝑥3 ，

其中 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 ，则 (1 −
𝑥1

𝑒𝑥1
)2(1 −

𝑥2

𝑒𝑥2
)(1 −

𝑥3

𝑒𝑥3
) 的值为________．     

56.（2021 济南二模 16）已知函数 f（x）＝ex﹣a﹣eln（ex+a），若关于 x的不等式 f（x）≥0恒成立，则

实数 a的取值范围为       ． 

57.（2021济宁二模 16）设函数 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − cos𝑥 − 2𝑎 ， 𝑔(𝑥) = 𝑥 ，若存在 𝑥1 、 𝑥2 ∈ [0, 𝜋] 使得 𝑓(𝑥1) =

𝑔(𝑥2) 成立，则 𝑥2 − 𝑥1 的最小值为 1时，实数 𝑎 = ________．     
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四、解答题 

 58.（2021淄博三模 20）已知函数 ． 

（1）判断函数 f（x）在（0，π）上的单调性； 

（2）证明函数 f（x）在（π，2π）内存在唯一的极值点 x0，且 ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

59.（2021济宁二模 22）已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 − 𝑎𝑥2 + 𝑥 ， 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑎)𝑥ln𝑥 − 𝑒𝑥−1 ， 𝑎 > 0 ．     

（1）当 𝑎 =
𝑒

2
 时，判断函数 𝑓(𝑥) 在定义域内的单调性；     

（2）若 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) + 𝑥 恒成立，求实数 𝑎 的取值范围．     
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60.（2021潍坊二模 20）已知函数 f（x）＝ 的单调递增区间是[0，1]，极大值是 ． 

（1）求曲线 y＝f（x）在点（﹣1，f（﹣1））处的切线方程； 

（2）若存在非零实数 x0，使得 f（x0）＝1，m＞0，求 f（x）在区间（﹣∞，m]上的最小值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

61.（2021青岛三模 21）已知函数 f（x）＝x﹣lnx+ ． 

（1）求 f（x）的最小值； 

（2）若存在区间[a，b]⊆[ ，+∞），使 g（x）＝xf（x）在[a，b]上的值域为[k（a+2），k（b+2）]，

求实数 k的取值范围． 
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62.（2021日照二模 22）已知函数 f（x）＝ x3
+axlnx﹣（a+ ）x． 

（1）若 a≥0，讨论 f（x）的单调性； 

（2）当 a≥﹣1时，讨论函数 f（x）的极值点个数． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

63.（2021济南二模 20）已知函数 ． 

（1）证明：f3（x）单调递增且有唯一零点； 

（2）已知 f2n﹣1（x）单调递增且有唯一零点，判断 f2n（x）的零点个数． 
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64.（2021青岛二模 21）已知函数𝑓(𝑥) = 𝑎𝑙𝑛𝑥 − √𝑥 + 1(𝑥＞0)，a∈R． 

（1）讨论 f（x）的单调性； 

（2）若对任意 x∈（0，+∞），均有 f（x）≤0，求 a的值； 

（3）假设某篮球运动员每次投篮命中的概率均为 0.81，若其 10次投篮全部命中的概率为 p，证明：p＜

e﹣2
． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

65.（2021淄博二模 21）已知函数 𝑓(𝑥) = |ln𝑥| + 𝑎𝑥(𝑎 < 0) ．     

（1）讨论函数 𝑓(𝑥) 的单调性；     

（2）若函数 𝑓(𝑥) 恰好有一个零点，求 𝑎 的取值范围．     
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66.（2021枣庄二模 22）已知函数 2( ) cos 1 e
x

f x a x

−

= + − ，且 ( ) 0
2

f


 = ． 

（1）求实数 a 的值，并判断 ( )f x 在(0，
2


)上的单调性； 

（2）对确定的 k N  ，求 ( )f x 在[ 2
2

k


 + ， 2k + ]上的零点个数． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

67.（2021省实验中学二模 22）已知函数 f（x）＝ex﹣ax（a∈R）． 

（1）讨论函数 f（x）的单调性； 

（2）当 a＝2时，求函数 g（x）＝f（x）﹣cosx在（﹣ ，+∞）上的零点个数． 
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68.（2021烟台适应性练习二 22）已知函数 f（x）＝ mx2
﹣2ax+lnx（m，a∈R）在 x＝1处的切线斜率为 2

﹣2a． 

（1）确定 m的值，并讨论函数 f（x）的单调性； 

（2）设 g（x）＝xf（x）﹣ +2x，若 g（x）有两个不同零点 x1，x2，且 x2﹣3x1≥0，证明：x1+x2＞

． 

 

 

 

 

 

 

 

 

69.（2021烟台三模 22）已知函数 ( ) ( )2exf x mx x= + ， ( ) 2e ln 1xg x x ax a x= + + + ． 

（1）若函数 ( )f x 在 1x = 处取得极大值，求实数m 的值； 

（2）当 1m = 时，若对 0x  ，不等式 ( ) ( )f x g x 恒成立，求实数a 的值． 
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70.（2021潍坊四县 5月联考 22）已知函数 f（x）＝ex﹣ax2﹣bx﹣1，其中 a，b∈R，e＝2.71828…为自然

对数的底数． 

（1）设 g（x）是函数 f（x）的导函数，求函数 g（x）在区间[0，1]上的最小值； 

（2）若 f（1）＝0，函数 f（x）在区间（0，1）内有零点，求 a的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

71.（2021菏泽二模 22）已知函数 f（x） = ex
 - ax2

 - bx - 1（a，bR），e = 2.71828…为自然对数的

底数. 

(1)设 g（x） = f′（x），若 g（x）是（0，2）上的单调函数，求 a的取值范围； 

(2)若 f（2）= 0，函数 f（x）在（0，2）上有零点，求 a的取值范围. 
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72.（2021聊城二模 22）已知函数 f（x）＝cosx+ ﹣2，g（x）＝ ． 

（1）求函数 f（x）的最小值； 

（2）若关于 x的不等式 f（x）≥g（x）在 x∈[0，+∞）恒成立，求实数 b的取值范围． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

73．（2021临沂二模 22）已知函数 f（x）＝xex
﹣alnx，a∈R． 

（1）若 f（x）在点（1，f（1））处的切线过原点，求 a的值； 

（2）在（1）的条件下，若 f（x）≥b（x﹣1）
2
+a（lnx+1）恒成立，求 b的取值范围． 
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74．（2021泰安二模 22）已知函数 f（x）＝mlnx+kx+1（m＞0）． 

（1）讨论 f（x）的单调性； 

（2）若存在实数 k，使得 xf'（x）≤emx
恒成立的 m值有且只有一个，求 k+m的值． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

日期：2021/7/8 13:17:42；用户：1386465243；邮箱：13864652432；学号：12870780 

75.（2021烟台适应性练习一 22）已知函数 f（x）＝a（x2
﹣x）﹣lnx（a∈R）． 

（1）讨论函数 f（x）的单调性； 

（2）证明：当 x＞1时，
2𝑒𝑥−1

𝑙𝑛𝑥
≥

𝑥2+1

𝑥2−𝑥
． 
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76.（2021潍坊三模 22）2 设函数 ( ) lnf x x x= ． 

（1）求曲线 ( )y f x= 在点 ( )( )2 2,e f e− −
处的切线方程； 

（2）若关于 x 的方程 ( )f x a= 有两个实根，设为 1x ， 2x （ 1 2x x ），证明：
2

2 1 1 2x x a e−−  + + ． 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

77.（2021德州二模 22）已知函数 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 +𝑚𝑥 ，且曲线 𝑦 = 𝑓(𝑥) 在点 (1, 𝑓(1)) 处的切线斜率为

1．  

（1）求实数 𝑚 的值；     

（2）设 𝑔(𝑥) =
𝑎𝑓(𝑥)

𝑥
+ 𝑥2 − 8𝑥(𝑎 ∈ 𝑅) 在定义域内有两个不同的极值点 𝑥1 、 𝑥2 ，求实数 𝑎 的取值

范围；     

（3）在（2）的条件下，令 𝑥1 < 𝑥2 且 𝑥1 ≠ 1 ，总有 (𝑡 − 2)(4 + 3𝑥1 − 𝑥1
2) <

𝑎ln𝑥1

1−𝑥1
 成立，求实数 𝑡 的

取值范围．     

 

 

 

 

 

 

 

 



2021 年山东各地二模、三模试题分类汇编                                                   

函数与导数      VFMATH 

 

20 

78.（2021滨州二模 22）已知函数 ( ) 2 ,xf x e ax a= − R . 

（1）求 ( )f x 的极值； 

（2当 0a  时，若 1 2x x ，且 ( ) ( )1 2f x f x= ，求证： 1 2 4 2x x a+  − . 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

79.（2021日照三模 22）设函数𝑓(𝑥) = 𝑒 𝑥 −
1

2
𝑎𝑥2 − 𝑥． 

（1）若函数 f（x）在 R上单调递增，求 a的值； 

（2）当 a＞1时， 

①证明：函数 f（x）有两个极值点 x1，x2（x1＜x2），且 x2﹣x1随着 a的增大而增大； 

②证明：𝑓(𝑥2)＜1 +
𝑠𝑖𝑛𝑥2−𝑥2

2
． 
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80.（2021聊城三模 22）已知 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑎𝑥2 − 𝑥 − 1 ．     

（1）当 𝑎 =
𝑒

2
 时求 𝑓(𝑥) 的极值点个数；     

（2）当 𝑥 ∈ [0,+∞) 时， 𝑓(𝑥) ≥ 0 ，求 a的取值范围；     

（3）求证： 
2

2𝑒−1
+

2

2𝑒2−1
+⋯+

2

2𝑒𝑛−1
<

3

2
 ，其中 𝑛 ∈ 𝑁∗ ．     
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专题八 函数与导数参考答案 

一、单项选择题 

1.【答案】B 

【解析】因为幂函数 y＝xa
的图象过点（2，4）， 

所以 2
a
＝4，a＝2， 

y＝f（x）＝x2
， 

所以 f（﹣3）＝（﹣3）
2
＝9． 

故选：B． 

2.【答案】B 

【解析】由图可知，图象随着 x的增大而增高，且增长速度越来越快， 

结合选项，可判断 y＝a+bex最适宜作为感染人数 y和时间 x的回归方程． 

故选：B． 

3.【答案】A 

【解析】 1 ln 2 2
(2021) ( 1) e

e
f f − += − = = ，故选 A． 

4．【答案】C 

【解析】根据题意，函数 f（x）= {
𝑥3 − 1，𝑥＜0

𝑔(𝑥)，𝑥＞0
， 

则 f（﹣1）＝（﹣1）
3
﹣1＝﹣2，f（﹣2）＝（﹣2）

3
﹣1＝﹣9， 

又由 f（x）为奇函数，则 f（﹣2）＝﹣f（2）＝﹣g（2）＝﹣9，则 g（2）＝9， 

则 f（﹣1）+g（2）＝9﹣2＝7； 

故选：C． 

5.【答案】C 

【解析】∵函数 ，f（f（﹣1））＝18， 

∴f（﹣1）＝3+1＝4， 

f（f（﹣1））＝f（4）＝4a+2＝18， 

解得 a＝2． 

故选：C． 
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6.【答案】D 

【解析】∵a＝50.3＞50＝1， 

 log0.31＜log0.30.5＜log0.30.3，0＜b＜1， 

c＝log30.4＜log31＝0， 

∴c＜b＜a， 

故选：D． 

7．【答案】D 

【解析】∵ ，且 2
0.8
＞2

0.6
＞2

0
＝1， ， 

∴b＜c＜a． 

故选：D． 

8.【答案】B 

【解析】根据题意，令 a＝ 、b＝ ，则 P＝（ ） ，M＝（ ） ，N＝（ ） ． 

根据幂函数 y＝𝑥
1

2在（0，+∞）上是增函数，可得 P＜M； 

根据指数函数 y＝（ ）x在 R 上是减函数，可得 M＜N． 

故选：B． 

9.【答案】D 

【解析】根据题意，函数 f（x）是定义在 R 上的偶函数，则 a＝f（﹣2 ）＝f（2 ）＝f（ ）， 

当 x＞0时，f（x）＝lnx+x，其导数为 f′（x）＝ +1，则 f（x）在（0，+∞）上为增函数， 

又由 0＜ ＜ ＜3＝log28＜log29，则 f（ ）＜f（2 ）＜f（log29）， 

故有 b＞a＞c， 

故选：D． 

10.【答案】 A    

【解析】由 𝑓(𝑥) =
𝑥2

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
 ，定义域为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 

𝑓(−𝑥) =
(−𝑥)2

𝑒−𝑥−𝑒𝑥
= −

𝑥2

𝑒𝑥−𝑒−𝑥
= −𝑓(𝑥) ， 

所以函数为奇函数，故排除 BD； 

当 𝑥 > 0 时， 𝑓(𝑥) > 0 ；当 𝑥 → +∞ 时，函数 𝑦 = 𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥 的增长速度比 𝑦 = 𝑥2 的增产速度快，
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所以 𝑓(𝑥) → 0 ，故排除 C； 

故答案为：A 

11.【答案】 D    

【解析】因为 𝑓(𝑥) = (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)tan𝑥 , 𝑥 ≠ 𝑘𝜋 +
𝜋

2
, 𝑘 ∈ 𝑍 ，定义域关于原点对称，  

且 𝑓(−𝑥) = (𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥)tan(−𝑥) = −𝑓(𝑥) ， 

所以函数为奇函数，故排除 C选项， 

当 𝑥 = 0 时， 𝑓(0) = 0 ，故排除 B选项； 

当 𝑥 = 1 时， 𝑓(1) > 0 ，故排除 A， 

故答案为：D 

12.【答案】 A    

【解析】由 𝑓(𝑥) =
2𝑥+1ln|𝑥|

4𝑥+1
=

ln𝑥2

2𝑥+2−𝑥
 知，  

𝑓(𝑥) 为偶函数， 𝑓(1) = 0 ， 𝑓(
1

2
) =

−ln4

2
1
2+2

−
1
2

< 0 ，故排除 BC选项； 

𝑓(4) =
ln16

24+2−4
≈ 0.17 ， 𝑓(5) =

ln25

25+2−5
≈ 0.10 ，易知 𝑓(𝑥) 在随着 x增大过程中出现递减趋势，且趋近

于 x轴，A符合题意. 

故答案为：A. 

13.【答案】A 

【解析】函数的定义域为 R，f（﹣x）＝（e﹣x
﹣ex

）sin|﹣2x|＝﹣（ex
﹣e﹣x

）sin|2x|＝﹣f（x），为奇

函数，故排除选项 B，C； 

又 ，且 是第一个大于 0的零点，故排除选项 D． 

故选：A． 

14.【答案】B 

【解析】 (2) 2 6f n= + = ，故 4n = ，
2( ) ( 3) 4f t t t= − + ， ( [0,5])t ， 

则
2( ) ( 3) 2 ( 3) 3( 1)( 3)f t t t t t t = − + − = − − ， 

则 (0,1)t 时， ( )f t 单增； (1,3)t 时， ( )f t 单减； (3,5)t 时， ( )f t 单增； 

则 1t = 和 2时，处在中期，出现价格下跌，即 6月和 7月 

故选：B 
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15.【答案】 C    

【解析】函数 𝑓(𝑥) = {
−1 + 2ln𝑥, 𝑥 > 1
1 − 2ln𝑥, 0 < 𝑥 ≤ 1

 的图像如图所示，  

 

作出 𝑦 = 𝑡 交 𝑦 = 𝑓(𝑥) 两点，其横坐标分别为 a、b  ， 不妨设 0 < 𝑎 ≤ 1 < 𝑏 . 

由 𝑓(𝑎) = 𝑓(𝑏) 可得： 1 − 2ln𝑎 = −1 + 2ln𝑏 ，解得： 𝑎𝑏 = 𝑒 ， 

所以 𝑎 + 𝑏 = 𝑎 +
𝑒

𝑎
 

记 𝑔(𝑎) = 𝑎 +
𝑒

𝑎
(0 < 𝑎 ≤ 1) ， 

任取 0 < 𝑎1 < 𝑎2 ≤ 1 ，则 𝑔(𝑎1) − 𝑔(𝑎2) = (𝑎1 +
𝑒

𝑎1
) − (𝑎2 +

𝑒

𝑎2
)=(𝑎1 − 𝑎2) + (

𝑒

𝑎1
−

𝑒

𝑎2
)=(𝑎1 − 𝑎2)(1 −

𝑒

𝑎1𝑎2
) 。 

因为 0 < 𝑎1 < 𝑎2 ≤ 1 ，所以 𝑎1 − 𝑎2 < 0,1 −
𝑒

𝑎1𝑎2
< 0 ，所以 (𝑎1 − 𝑎2)(1 −

𝑒

𝑎1𝑎2
) > 0 ， 

所以 𝑔(𝑎1) > 𝑔(𝑎2) 

则 𝑔(𝑎) = 𝑎 +
𝑒

𝑎
 在 𝑎 ∈ (0,1) 上单调递减，所以 𝑔(𝑎)min = 𝑔(1) = 1 + 𝑒. 

故答案为：C 

16.【答案】C 

【解析】条件可化为
𝑙𝑛𝑎

𝑎
=

𝑙𝑛5

5
,
𝑙𝑛𝑏

𝑏
=

𝑙𝑛4

4
,
𝑙𝑛𝑐

𝑐
=

𝑙𝑛3

3
,，构造函数𝑓(𝑥) =

𝑙𝑛𝑥

𝑥
，可得 f(a)=f(5), f(b)=f(4), 

f(c)=f(3)，结合函数𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

𝑥
的图像得答案为 C. 

17.【答案】D 

【解析】 ( )f x 是R 上的奇函数， ( ) ( )f x f x − = − ， ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x + = − = −  ，故

 不是函数 ( )f x 的周期，且 ( ) ( ) ( )2f x f x f x + = − + = ，故2 是函数 ( )f x 的周期，故 A错误； 

当 0,
2

x
 

 
 

时， sin 0y x=  且单调递增，
2 0y x x = − +  且单调递减，则 ( )f x 单调递增，故

C错误； 
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当 ,
2

x



 

 
 

时， sin 0y x=  且单调递减， 2 0y x x = − +  且单调递增，则 ( )f x 单调递减； 

且 ( ) ( )0 0f f = = ，又 ( )f x 是奇函数且周期为2 ， ( ) 2max

4
2

2 4
f x f



 

 
 = =  

− 
，故 B错

误； 

由 ( ) ( )f x f x + = − 可得 ( )f x 关于
2

x


= 对称，方程 ( )
1

0
2

f x − = 的根等价于 ( )y f x= 与
1

2
y = 的

交点的横坐标，根据 ( )f x 的单调性和周期可得， ( )y f x= 与
1

2
y = 在 ( )0, 有两个关于

2
x


= 对称的

交点，在 ( )2 ,3π π 有两个关于
5

2
x


= 对称的交点，在 ( )2 , − − 有两个关于

3

2
x


= − 对称的交点，所

以方程 ( )
1

0
2

f x − = 在 ( )10,10x − 上的所有实根之和为
5 3

2 2 2 3
2 2 2

  


 
 +  + −  = 

 
，故 D正

确. 

故选：D. 

18.【答案】B 

【解析】y＝e2ax
的导数为 y′＝2ae2ax

, 

可得在点（0，1）处的切线的斜率为 k＝2a, 

由于切线及直线 2x﹣y﹣1＝0和两坐标轴的正半轴所围成的四边形有外接圆， 

可得切线与直线 2x﹣y﹣1＝0垂直， 

所以 2k＝﹣1,即 4a＝﹣1, 

解得 a= −
1

4
． 

故选：B． 

19.【答案】B 

【解析】当 x∈[0，2]时，f（x）＝2x﹣a为增函数， 

当 x∈[2，+∞）时，f（x）＝b﹣x为减函数，故 6和 4只有一个是函数的零点， 

即甲乙中有一个结论错误，一个结论正确，而丙、丁均正确． 

由两零点之积为 0，则必有一个零点为 0，则 f（0）＝20﹣a＝0，得 a＝1， 

若甲正确，则 f（6）＝0，即 b﹣6＝0，b＝6， 
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可得 f（x）＝ ，由 f（x）＝ ， 

可得 或 ，解得 x＝ 或 x＝ ，方程 f（x）＝ 有两个根，故丁正确． 

故甲正确，乙错误． 

故选：B． 

20.【答案】D 

【解析】由函数 f（x）的特征可知：函数在区间[﹣1，1]上单调递减，其中该区间的宽度为 2，所以函

数 f（x）在区间[﹣1，1]上单调递减与函数 f（x）的周期为 2互相矛盾． 

即：丙和丁中有一个为假命题． 

若甲乙成立，故 f（﹣x）＝﹣f（x），f（x+1）＝f（1﹣x）故 f（x+2）＝f[1﹣（1+x）]＝f（﹣x）＝

﹣f（x），故 f（x+4）＝f（x），所以函数的周期为 4， 

即丁为假命题，由于只有一个假命题， 

故选：D． 

21．【答案】B 

【解析】解：根据表格数据，在直角坐标系中从左到右依次标注表格数据代表的点，拟合曲线如下所示， 

 

图象左侧无限接近 y轴，不与 y轴重合，故其拟合曲线比较接近 y＝lgx的图象． 

故选：B． 

22.【答案】B 

【解析】正整数 N的 31次方是个 35位数， 

则 1034＜N31＜1035， 

则 ＜lgN＜ ， 

则 1.09＜lgN＜1.13， 

由对数表知，N＝13． 

故选：B． 
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23.【答案】D 

【解析】∵对任意正实数 x 恒有 xf'（x）＞2f（﹣x），∴g′（x）＝2xf（x）+x2f′（x）＝x[2f（x）

+xf′（x）]＞0， 

定义在 R 上的奇函数 f（x）的图象连续不断且 g（x）＝x2f（x），∴函数 g（x）是在 R 上单调递增的奇

函数， 

∵g（log3（x2
﹣1））+g（﹣1）＜0，∴g（log3（x2

﹣1））＜﹣g（﹣1）＝g（1），∴log3（x2
﹣1）＜1

且 x2﹣1＞0，解得：x∈（﹣2，﹣1）∪（1，2）． 

故选：D． 

24.【答案】C 

【解析】∵𝑎 =
𝑙𝑛2

2
,𝑏 =

1

𝑒
=

𝑙𝑛𝑒

𝑒
，𝑐 =

2𝑙𝑛3

9
=

𝑙𝑛9

9
， 

∴构造函数 f(x)=
𝑙𝑛𝑥

𝑥
,则 f′(x)=

1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
,x＞0, 

由 f′(x)=
1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
=0,得 x＝e, 

当 f′(x)＜0时，x＞e,f(x)是减函数， 

当 f′(x)＞0时，0＜x＜e,f(x)是增函数， 

∴当 x＝e时，f(x)取最大值， 

∵c=
𝑙𝑛9

9
=

2

9
𝑙𝑛9

2
=

𝑙𝑛 √81
9

2
, 

a=
𝑙𝑛2

2
=

𝑙𝑛 √29
9

2
=

𝑙𝑛 √216
9

2
． 

∴a＞c,∴b＞a＞c． 

故选：C． 

25.【答案】D 

【解析】对于 A选项： ，选项 A错误； 

对于 B选项： ，令 G（x）＝xcosx﹣sinx． 

则 x∈（0，π）时 G′（x）＝﹣xsinx＜0，G（x）单调递减， 

又 G（0）＝0，故在该区间 G（x）＜0．而 x2＞0，则 x∈（0，π）时，f′（x）＜0． 

故 x∈（0，π）函数 f（x）单调递减没有极值，选项 B错误； 

对于 C选项： ，即存在函数单调递增的点．选项 C错误； 
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对于选项 D： ， ． 

故在 x∈（π，2π）存在一点 x0，使得 f′（x0）＝0，且 f（x0）为函数的极小值， 

故函数 f（x）在（0，+∞）上至少有一个极小值，且其在（0，+∞）定义域时连续不断地，因此也存在

最小值， 

选项 D正确． 

故选：D． 

26.【答案】D 

【解析】方程 f（x）+ ＝2根的个数⇔函数 y＝f（x）与函数 y＝﹣ x2
+2的图象交点个数，图象如

下： 

 

由图象可知两函数图象有 6 个交点． 

故选：D． 

27.【答案】C 

【解析】由题意可得，f（x）关于 x＝2 对称， 

而 f（x）＝ ， 

且 f（0）＝f（4）＝﹣1，f（2）＝1， 

在 x∈[0，4]，f（x），f（4﹣x）及 y＝﹣1的图象如下： 
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所以将围成的图形在 x 轴下半部分阴影区域部分相补到 x轴上半部分的阴影区域， 

可得图示：由 x轴，y轴，y＝1，x＝4所围成的矩形的面积， 

所以函数 y＝f（x）在 x∈[0，4]的图象与直线 y＝1围成的封闭图形的面积为 4． 

故选：C． 

28.【答案】 C    

【解析】∵ 𝑓(𝑥) 为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上的奇函数， ∴ 𝑓(−𝑥) = −𝑓(𝑥) ，  

令 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
2

𝑥
 ，则 𝑔(−𝑥) = 𝑓(−𝑥) +

2

𝑥
= −𝑓(𝑥) +

2

𝑥
= −𝑔(𝑥) ， 

∴ 𝑔(𝑥) 为 (−∞, 0) ∪ (0,+∞) 上奇函数； 

∵ 𝑓(𝑥) 在 (−∞, 0) 上单调递增， 𝑦 = −
2

𝑥
 在 (−∞, 0) 上单调递增， 

∴ 𝑔(𝑥) 在 (−∞, 0) 上单调递增，由奇函数性质知： 𝑔(𝑥) 在 (0,+∞) 上单调递增； 

∵ 𝑓(−1) = −2 ， ∴ 𝑔(−1) = 𝑓(−1) + 2 = 0 ，则 𝑔(1) = 0 ， 

又 𝑓(
5

2
) > 𝑓(1) = −𝑓(−1) = 2 ，当 𝑥 =

5

2
 时， 

2

𝑥
+ sin𝜋𝑥 =

4

5
+ sin

5𝜋

2
=

9

5
 ， 

∴ 当 𝑥 =
5

2
 时， 𝑓(𝑥) <

2

𝑥
+ sin𝜋𝑥 不成立，即 𝑔(

5

2
) < sin

5𝜋

2
 不成立， 

由此可在坐标系中画出 𝑔(𝑥) 与 𝑦 = sin𝜋𝑥 大致图象如下图所示： 

 

由图象可知：当 𝑥 ∈ (−∞, −1) ∪ (0,1) 时， 𝑔(𝑥) < sin𝜋𝑥 ， 
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即当 𝑥 ∈ (−∞, −1) ∪ (0,1) 时， 𝑓(𝑥) <
2

𝑥
+ sin𝜋𝑥 . 

故答案为：C. 

29.【答案】A 

【解析】当 x＜0时函数零点即为方程 log2（﹣x）＝0 的解，解得：x＝﹣1． 

当 x≥0时，函数零点即为方程 2
x
+2

1﹣x
﹣a＝0的解，方程整理得：（2

x
）

2
﹣a•2x

+1＝0， 

设两个根为 x1、x2，则由题意知 x1+x2＝1，∴0≤x1≤1，∴1≤ 2𝑥1 ≤2， 

由根与系数关系可知2𝑥1 + 2𝑥2 =a，2𝑥1•2𝑥2 =2，∴a= 2𝑥1 +
2

2𝑥1
， 

设 2 𝑥1 =t∈[1，2]，∴a＝t+
2

𝑡
，a′＝1−

2

𝑡2
，由 a′＞0得：√2＜t＜2， 

∴函数 a＝t+
2

𝑡
在[1，√2）上递减，在（√2，2]上递增，又∵当 t= √2时，a＝2√2 

当 a＝2√2时不满足零点之和为 0； 

当 t＝1或 2时，a＝3．∴t∈（2√2，3]． 

故选：A． 

 

二、多项选择题 

30.【答案】ABD 

【解析】由图可得 1 2a = ，即 2a = ， 

1

2

x

xy a−  
= =  

 
单调递减过点 ( )1,2− ，故 A正确； 

2ay x x− −= = 为偶函数，在 ( )0, + 上单调递减，在 ( ),0− 上单调递增，故 B正确； 

2 , 0
2

2 , 0

x
x x

x

x
y a

x−

 
= = = 


为偶函数，结合指数函数图象可知 C错误； 

2log logay x x= = ，根据““上不动、下翻上”可知 D正确； 

故选：ABD. 

31.【答案】BD 

【解析】定义在 R 上的奇函数 f（x）满足 f（x+2）＝f（2﹣x），得 f（x+2+2）＝f（2﹣x﹣2）＝f（﹣

x）＝﹣f（x），即 f（x+4）＝﹣f（x）， 

则 f（x+8）＝﹣f（x+4）＝﹣[﹣f（x）]＝f（x）． 
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∴f（x）的周期为 8．函数 f（x）的图形如下： 

由图可得，正确答案为：B，D． 

故选：BD． 

 

32.【答案】AB 

【解析】𝑎 =
𝑙𝑛2

𝑙𝑛5
，𝑏 =

𝑙𝑛2

2
，2b＝ln2，ln2＞0，1＜ln5＜2， 

∴a＞b，a＜2b， 

设𝑓(𝑥) =
𝑙𝑛𝑥

𝑥
，则𝑓′(𝑥) =

1−𝑙𝑛𝑥

𝑥2
， 

∴x＞e时，f′（x）＜0， 

∴f（x）在（e，+∞）上单调递减，且𝑏 =
𝑙𝑛4

4
，𝑐 =

𝑙𝑛5

5
， 

∴b＞c， 

∴a＞c． 

故选：AB． 

33.【答案】AC 

【解析】∵函数 f（x）＝ ， 

∴f（﹣x）＝ ＝﹣ ＝﹣f（x），x∈R， 

∴f（x）为奇函数．故 A正确． 

∵f（x）＝ ＝1﹣ ． 
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∵y＝2
x
+1在 R 上单调递增，所以 f（x）＝1﹣ 在 R上为增函数．故 B答案错误． 

令 f（x）＝0，则 2
x
﹣1＝0，得到 x＝0，所以 f（x）有且只有一个零点．故 C答案正确． 

∵f（x）在 R 上为增函数， 

所以当 x→﹣∞时，2
x
→0，∴f（x）→1﹣ ＝﹣1，x→+∞时，2

x
+1→+∞，∴f（x）→1． 

∴f（x）∈（﹣1，1）．故 D答案错误． 

故选：AC． 

34.【答案】 A,C,D    

【解析】令 𝑓(𝑥) = ln𝑥 −
𝑥

𝑒
 ，则 𝑓′(𝑥) =

1

𝑥
−
1

𝑒
 ， 

当 0 < 𝑥 < 𝑒 时 𝑓′(𝑥) > 0 ，当 𝑒 < 𝑥 时 𝑓′(𝑥) < 0  

所以 𝑓(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，在 (𝑒, +∞) 上单调递减，故 𝑓max(𝑥) = 𝑓(𝑒) = ln𝑒 −
𝑒

𝑒
= 0 

则 𝑓(2) = ln2 −
2

𝑒
< 0 得 ln2 <

2

𝑒
 ，A不符合题意； 

𝑓(3) = ln3 −
3

𝑒
< 0 得 ln3 <

3

𝑒
 ，B符合题意； 

𝑓(𝜋) = ln𝜋 −
𝜋

𝑒
< 0 得 lnπ <

π

𝑒
 ，C不符合题意； 

对 D项，令 𝑔(𝑥) =
ln𝑥

𝑥
 ，则 𝑔′(𝑥) =

1−ln𝑥

𝑥2
 ，当 0 < 𝑥 < 𝑒 时 𝑔′(𝑥) > 0 ，当 𝑒 < 𝑥 时 𝑔′(𝑥) < 0 

所以 𝑔(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，在 (𝑒,+∞) 上单调递减， 

则 𝑔(3) > 𝑔(𝜋) ，得 
ln3

3
>

lnπ

π
 ，化为 

ln3

lnπ
>

3

π
 ，D不符合题意 

故答案为：ACD 

35.【答案】BC 

【解析】因为 a > b > 0.a + b = 1，则0 < 𝑏 <
1

2
，

1

2
< 𝑎 < 1 

A选项 a +√2𝑏 = 1 − 𝑏 + √2𝑏 = −(√𝑏 −
√2

2
)2 +

3

2
，当√𝑏 =

√2

2
时，即𝑏 =

1

2
，原式最大值为

 3 

 2 
，又0 < 𝑏 <

1

2
，故取不到最大值

 3 

 2 
，因此 A错； 

B选项22𝑎 + 22𝑏+1 ≥ 2√22𝑎+2𝑏+1 = 2√23 = 4√2，当且仅当 2a=2b+1，即𝑎 =
3

4
，𝑏 =

1

4
时取等号，故 B正

确； 

C选项 a + sinb=sinb+1-b，令 h(b)=sinb+1-b（0 < 𝑏 <
1

2
），所以 h

’
(b)=cosb-1<0，故 h(b)为减函数，
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所以 h(b)<h(0)=1，因此 a + sinb < 1，C正确； 

D选项.b + 1na=lna+1-a，令 g(a)=lna+1-a(
1

2
< 𝑎 < 1)，则𝑔′(𝑎) =

1

𝑎
− 1 =

1−𝑎

𝑎
> 0，因此 g(a)为增函

数，因为𝑔(𝑎) > 𝑔(
1

2
) =

1

2
− 𝑙𝑛2而

1

2
− 𝑙𝑛2 < 0，所以当 a→

1

2
时，g(a)<0，b + 1na > 0 不恒成立，故 D

不正确. 

故正确选项为 BC. 

36.【答案】 A,C,D    

【解析】对于 A选项，由已知条件可得 𝑓(𝑥 + 1) = −𝑓(1 − 𝑥) = −𝑓(𝑥 − 1) = 𝑓(𝑥 − 3) ，  

所以，函数 𝑓(𝑥) 是以 4为周期的周期函数，A选项正确； 

对于 B选项， 𝑓(2018) = 𝑓(2) = −𝑓(0) = 2 ， 𝑓(2021) = 𝑓(1) = 0 ，则 𝑓(2018) + 𝑓(2021) = 2 ，B

选项错误； 

对于 C选项，作出函数 𝑦 = log2(𝑥 + 1) 与函数 𝑓(𝑥) 的图象如下图所示： 

 

当 𝑥 ∈ [0,1] 时， 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 𝑥 − 2 = (𝑥 −
1

2
)2 −

9

4
∈ [−2,0] ，结合图象可知， −2 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 2 . 

当 𝑥 > 3 时， log2(𝑥 + 1) > 2 ，即函数 𝑦 = log2(𝑥 + 1) 与函数 𝑓(𝑥) 在 (3,+∞) 上的图象无交点， 

由图可知，函数 𝑦 = log2(𝑥 + 1) 与函数 𝑓(𝑥) 的图象有 3 个交点，C选项正确； 

对于 D选项，当 𝑥 ∈ [3,4] 时， 𝑥 − 4 ∈ [−1,0] ，则 4 − 𝑥 ∈ [0,1] ， 

所以， 𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥 − 4) = 𝑓(4 − 𝑥) = (4 − 𝑥)2 + (4 − 𝑥) − 2 = 𝑥2 − 9𝑥 + 18 ，D 选项正确. 

故答案为：ACD. 

37.【答案】BCD 

【解析】A 显然错误；对于 B，可验证𝑓(
1

2
− 𝑥) = 𝑓(

1

2
+ 𝑥)，故 B 正确；对于 C 研究 f(x)的导数，对导

数的分子 g(x)再次求导可知，g(x)在(1,2)上单调递增，又 g(1)<0，g(2)>0，所以 f(x)在(1,2)上先减

后增，故 C正确；对于 D易知𝑓(
1

2
)为函数的最大值，又函数 f(x)关于𝑥 =

1

2
对称，所以只研究𝑥 >

1

2
的情

况即可，又在(1,2),(3,4),…上 f(x)<0，且在(1,2)上|f(x)|最大，所以 f(x)在(1,2)上的极小值即为

f(x)的最小值，故 D正确. 
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38.【答案】AD 

【解析】令 f（x）＝0，则 1﹣lnx＝0或 ax2+2lnx＝0，由 1﹣lnx＝0解得 x1＝e，故选项 A正确； 

又 f（x）有 3个不同的零点，故 ax2
+2lnx＝0有两个不同的零点，即 有两个不同的零点，不妨

设这两个零点为 x2，x3（x2＜x3）， 

∴函数 的图象与直线 y＝a有两个不同的交点， 

由 得 ，令 g′（x）＝0，解得 ，易知 g（x）在 单减，在

单增，且 ， 

作出 g（x）的大致图象如下， 

 

由图象可知， ，显然 g（x）不关于 对称，故 ， 

∴ ，选项 B错误； 

又要使函数 的图象与直线 y＝a有两个不同的交点，则 ，注意到 e不是此时

的零点， 

∴ae2+2lne≠0，即 ， 

∴ ，选项 C错误； 

又[x1]＝[e]＝2，[x2]＝1， 
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∴[x3]＝3， 

∴3≤x3＜4， 

∴g（3）≤g（x3）＜g（4），即 ，选项 D正确． 

故选：AD． 

39.【答案】BCD 

【解析】解：对于 A：当 x≥1时，f（x）＝lnx单调递增， 

当 x＜1时，f（x）＝ ＝ ＝﹣1+ 单调递增， 

当 x→1
﹣
时，f（x）→+∞， 

作出函数 f（x）图像可得： 

所以 f（x）在（﹣∞，1），（1，+∞）时，单调递增，故 A不

正确； 

对于 B：当 k＝ 时，g（x）＝ x﹣ 过点（1，0）， 

所以当 x≥1时，f（x）与 g（x）有两个交点， 

当 x＜1时，令 f（x）＝g（x），即 ＝ ﹣ ， 

解得 x＝﹣1， 

此时 f（x）与 g（x）的交点为（﹣1，﹣ ）， 

综上，f（x）与 g（x）有三个交点， 

即 f（x）＝g（x）有三个实数根，故 B正确； 

对于 C：当 x→﹣∞时，f（x）→﹣1， 

结合图像可得 f（x）的值域为（﹣1，+∞），故 C正确； 

对于 D：若（x﹣1）（f（x）﹣g（x））≤0， 

则 或 ， 

当 x≥1时，f（x）﹣g（x）≤0，即为 lnx≤kx﹣k， 

g（x）恒过（1，0）点， 

设过（1，0）与 f（x）＝lnx 相切的切线的切点为（x0，y0）， 
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所以 ，解得 x0＝1，y0＝1，k 切＝1， 

所以当 x≥1时，f（x）﹣g（x）≤0的 k的取值范围为[1，+∞）， 

当 x＜1时，f（x）﹣g（x）＞0，即 ＞kx﹣k， 

设过点（1，0）与 f（x）＝ 相切的切线的切点为（x1，y1）， 

f′（x）＝ ＝ ， 

所以 ，解得 x1＝﹣1，k 切＝ ， 

所以当 x＜1时，f（x）﹣g（x）＞0的 k的取值范围为[ ，+∞）， 

综上所述，k的取值范围为[1，+∞），故 D正确． 

故选：BCD． 

40. 【答案】 A,D    

【解析】 对于 A： 𝑓(2) =
1𝑛2

2
= ln√2, 𝑓(5) =

ln5

5
= ln√5

5
 ，又 (√2)10 = 25 = 32 ， (√5

5
)10 = 25 ， 32 >

25 ，所以 √2 > √5
5

 ，则有 𝑓(2) > 𝑓(5) ，A符合题意； 

对于 B：若 𝑓(𝑥) = 𝑚 有两个不相等的实根 𝑥1 、 𝑥2 ，则 𝑥1𝑥2 > 𝑒
2 ，B不正确； 

证明如下：函数 𝑓(𝑥) =
ln𝑥

𝑥
 ，定义域为 (0,+∞) ，则 𝑓′(𝑥) =

1−ln𝑥

𝑥2
 ， 

当 𝑓′(𝑥) > 0 时， 0 < 𝑥 < 𝑒 ；当 𝑓′(𝑥) < 0 时， 𝑥 > 𝑒 ；， 

所以 𝑓(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，在 (𝑒, +∞) 上单调递减，则 𝑓(𝑥)max =
1

𝑒
 且 𝑥 > 𝑒 时，有 𝑓(𝑥) >

0 ，所以 若 𝑓(𝑥) = 𝑚 有两个不相等的实根 𝑥1 、 𝑥2 ，有 0 < 𝑚 <
1

𝑒
 ， 

不妨设 𝑥1 < 𝑥2 ，有 0 < 𝑥1 < 𝑒 < 𝑥2 ，要证 𝑥1𝑥2 > 𝑒
2 ，只需证 𝑥2 >

𝑒2

𝑥1
 ，且 𝑥2 >

𝑒2

𝑥1
> 𝑒 ，又 



2021 年山东各地二模、三模试题分类汇编                                                   

函数与导数      VFMATH 

 

38 

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) ，所以只需证 𝑓(𝑥1) < 𝑓(
𝑒2

𝑥1
) ，令 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑓(

𝑒2

𝑥
) (0 < 𝑥 < 𝑒) 

则有 𝐹′(𝑥) = 𝑓′(𝑥) + 𝑓′(
𝑒2

𝑥
) ⋅

1

𝑥2
= (1 − ln𝑥)(

1

𝑥2
−

1

𝑒4
) 

当 0 < 𝑥 < 𝑒 时， 1 − ln𝑥 > 0 ， 
1

𝑥2
−

1

𝑒4
> 0 ，所以有 𝐹′(𝑥) > 0 ，即 𝐹(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，

且 𝐹(𝑒) = 0 ，所以 𝐹(𝑥) < 0 恒成立，即 𝑓(𝑥1) < 𝑓(
𝑒2

𝑥1
) ，即 𝑓(𝑥2) < 𝑓(

𝑒2

𝑥1
) ，即 𝑥1𝑥2 > 𝑒

2 . 

对于 C：由 B 可知， 𝑓(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，则有 𝑓(2) < 𝑓(𝑒) ，即 
1𝑛2

2
<

ln𝑒

𝑒
 ，则有 ln2 <

2

𝑒
<

√
2

𝑒
 ，C不正确； 

对于 D：令 2𝑥 = 3𝑦 = 𝑚 ， 𝑥 ， 𝑦 均为正数，则 𝑚 > 1 ，解得： 𝑥 = log2𝑚 =
ln𝑚

ln2
 ， 𝑦 = log3𝑚 =

ln𝑚

ln3
 ， 2𝑥 − 3𝑦 =

2ln𝑚

ln2
−
3ln𝑚

ln3
= ln𝑚(

2

ln2
−

3

ln3
) ， 

由 B可知， 𝑓(𝑥) 在 (0, 𝑒) 上单调递增，则有 𝑓(2) < 𝑓(3) ，即 0 <
ln2

2
<

ln3

3
 ，即 

2

ln2
>

3

ln3
 ，所以 2𝑥 −

3𝑦 > 0 ，D符合题意. 

故答案为：AD. 

41.【答案】ABC 

【解析】f（﹣x）＝（﹣x）cos（﹣x）+sin（﹣x）＝﹣xcosx﹣sinx＝﹣f（x），故函数 f（x）为奇函

数， 

对于 A，由奇函数的性质可知，bn＝0，故 A正确； 

对于 B，f（x）不是周期函数，令 f（x）＝xcosx+sinx＝0，即﹣x＝tanx，两函数在（﹣π，π）有三

个交点（包括原点）， 

在此基础上，n每取到一个数，交点增加两个，则 an＝3+2（n﹣1）＝2n+1，故∑  𝑛
𝑗=1 𝑎𝑗 = 3 + 5 +⋯⋯+

2𝑛 + 1 = 𝑛2 + 2𝑛，故 B正确； 

对于 C，当𝑥 ∈ (0，
𝜋

2
)时，tanx＞0，﹣x＜0，无交点，当𝑥 ∈ (

𝜋

2
，𝜋)时，tanx＜0，﹣x＜0，必有交点， 

∴在 x∈（﹣π，π）上相邻零点差比
𝜋

2
大，故任意零点距离比

𝜋

2
大，故 C正确； 

对于 D，由 C知差在
𝜋

2
与π之间，故 D错误． 

故选：ABC． 

三、填空题 

42.【答案】﹣  
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【解析】因为 f（x）＝ ， 

则 f（f（ ））＝f（log3 ）＝f（﹣1）＝sin（﹣ ）＝﹣ ． 

故答案为：﹣ ． 

43.【答案】−
3

5
 

【解析】解：曲线 f（x）＝sin2x，可得 f′（x）＝2cos2x，f′（π）＝2， 

曲线 f（x）＝sin2x在 x＝π处的切线的倾斜角为α， 

所以 tanα＝2， 

cos2α=
𝑐𝑜𝑠2𝛼−𝑠𝑖𝑛2𝛼

𝑐𝑜𝑠2𝛼+𝑠𝑖𝑛2𝛼
=

1−𝑡𝑎𝑛2𝛼

1+𝑡𝑎𝑛2𝛼
=

1−4

1+4
= −

3

5
． 

故答案为：−
3

5
． 

44.【答案】
4

5
 

【解析】由题得 𝑦′ = 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 2𝑥 −
2

3
 ，所以 𝑓′(0) = 𝑒0 −

2

3
=

1

3
 ，  

所以 tan𝛼 =
1

3
, ∴ 𝛼 ∈ (0,

𝜋

2
), ∴ cos𝛼 =

3

√10
 ， 

所以 sin(2𝛼 +
𝜋

2
) = cos2𝛼 = 2cos2𝛼 − 1 = 2 ×

9

10
− 1 =

4

5
 . 

故答案为： 
4

5
 

45.【答案】f(x)=a
|x|
（a>0,a≠1）（答案不唯一） 

【解析】若满足①对任意的 x1,x2≥0 有 f(x1+x2)=f(x1)f(x2)成立，则独赢的函数为指数函数 y=a
x
的形

式；若满足②f(x)为偶函数，只需要将 x加绝对值即可. 

46.【答案】cos x 

【解析】性质①：∀x∈R，f（x）＝f（4﹣x），故函数 f（x）关于直线 x＝2对称， 

性质②：∀x∈R，f（x+4）＝f（x），故函数 f（x）的周期为 4， 

考虑同时具有对称性和周期性的函数，常见的是三角函数， 

故 f（x）＝cos x（答案不唯一）． 

故答案为：cos x． 
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47.【答案】 （答案不唯一） 

【解析】根据题意，要求 f（x）满足 f（x）＝f（2﹣x），即函数 f（x）关于直线 x＝1对称， 

又由 f（x）为奇函数， 

则 f（x）可解析式可以为 f（x）＝ ； 

故答案为： （答案不唯一）． 

48.【答案】答案不唯一，开放性试题，符合题意的均给分 

【解析】 cos
2

x


− ； sin
4

x


； 4x k− ，x[4k﹣2，4k＋2]，kZ； 2( 4 )x k− ，x[4k﹣2，4k＋2]，k

Z等（符合题意的均给分，注意 tan
4

x


不正确） 

49.【答案】y＝x2+2x，或 y＝sin2x，或 y＝2ex﹣2． 

【解析】函数 f（x）＝e2x﹣1的导数为 f′（x）＝2e2x， 

可得在（0，0）处切线的斜率为 2， 

切线的方程为 y＝2x， 

可取 y＝x2+2x，其导数为 y′＝2x+2，满足在（0，0）处的切线的斜率为 2， 

y＝sin2x，其导数为 y′＝2cos2x，满足在（0，0）处的切线的斜率为 2， 

y＝2ex﹣2，其导数为 y′＝2ex，满足在（0，0）处的切线的斜率为 2， 

故答案为：y＝x2+2x，或 y＝sin2x，或 y＝2ex﹣2． 

50.【答案】 ( )3,3−  

【解析】由函数解析式知 ( )f x 在 R上单调递增，且 (2) 2 ( 2)f f− = − = − ， 

则 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 0 1 2 ( 2)f x f f x f f− +   −  − = − ， 

由单调性知1 2x−  − ，解得 ( )3,3x −  

故答案为： ( )3,3−  

51.【答案】. ( )

0,0 160,

1
160 ,160 190,

30

1, 190.

x

k x x

x

 



= −  




，（只要写出的函数满足在区间 160,190 上单调递增，且过
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点 ( )160,0 和 ( )190,1 即可.答案不唯一） 

【解析】由题意可知，函数 k(x)是[160,190]上的增函数， 

设 k（x）＝ax+b（a＞0），x∈[160,190]， 

由{
160𝑎 + 𝑏 = 0
190𝑎 + 𝑏 = 1

，解得{
𝑎 =

1

30

𝑏 = −
16

3

， 

所以 k（x）=
1

30
𝑥 −

16

3
， 

所以 k= {

0,0＜𝑥 ≤ 160
1

30
(𝑥 − 160),160＜𝑥＜190

1, 𝑥 ≥ 190

． 

故答案为：k= {

0,0＜𝑥 ≤ 160
1

30
(𝑥 − 160),160＜𝑥＜190

1, 𝑥 ≥ 190

． 

52.【答案】11 

【解析】由题意，a，b，c 为正整数，∴x1+x2= −
𝑏

𝑎
＜0，𝑥1 ⋅ 𝑥2 =

𝑐

𝑎
＞0， 

又|x1|＜1，|x2|＜1，∴x1，x2∈（﹣1，0）， 

∴

{
 
 

 
 △= 𝑏

2 − 4𝑎𝑐＞0

𝑓(−1) = 𝑎 − 𝑏 + 𝑐＞0

𝑓(0) = 𝑐＞0

−1＜−
𝑏

2𝑎
＜0

，即{

𝑏2 − 4𝑎𝑐＞0

𝑏＜𝑎 + 𝑐

𝑏＜2𝑎

，① 

∵a，b，c为正整数，取 c＝1，则 a+1＞b，∴a≥b，∴a2
≥b2

＞4ac＝4a， 

∴a＞4，∴a≥5，∴b2
＞4ac≥20，∴b≥5， 

当 a＝b＝5，c＝1 时，符合①式，即符合题意，此时 a+b+c＝11， 

当 c≥2时，∵x1，x2∈（﹣1，0），∴𝑥1 ⋅ 𝑥2 =
𝑐

𝑎
＜1，∴c＜a，∴a≥3， 

∴b2
＞4ac≥24，∴b≥5，又 a+c＞b≥5，∴a+c≥6，∴a+b+c≥11， 

∴a+b+c最小值为 11． 

故答案为：11． 

53.【答案】γ＜α＜β 

【解析】g'（x）＝ ，g（α）＝ ，解得α＝1， 

h'（x）＝ ，由 h（β）＝h'（β），可得 ln2β＝ ， 

而 h（x）在（0，+∞）上单调递增，h'（x）在（0，+∞）上单调递减，h'（1）＝1＞h（1）＝ln2， 
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当 0＜β＜1时，h'（β）＞h'（1）＞h（1）＞h（β）， 

此时 h'（β）＞h（β），所以 β＞1， 

φ'（x）＝cosx，则 cosγ＝sinγ，所以 tanγ＝1，又γ∈（0，π）， 

所以γ＝ ＜1，所以γ＜α＜β． 

故答案为：γ＜α＜β． 

54.【答案】 ；2 

【解析】f′（x）＝3x2+1，设切点为（xn， +xn﹣1）， 

则切线斜率 k＝3xn
2+1， 

所以切线方程为 y＝（3xn
2+1）（x﹣xn）+ +xn﹣1， 

令 y＝0，可得 xn+1＝﹣ +xn＝ ， 

因为 x0＝0，所以 x1＝1，x2＝ ， 

即 r的 2次近似值为 ， 

因为 xn+1＝ ， 

所以 ＝ ＝an， 

所以 Tn＝a1a2…an＝ • •…• ＝ ＝ ， 

因为函数 f（x）＝x3+x﹣1（x≥0）为增函数， 

f（ ）＝﹣ ＜0，f（1）＝1＞0， 

由零点存在定理可得 r∈（ ，1）， 

所以 → ∈（1，2）， 

因为任意 n∈N*，Tn＜λ恒成立， 

所以λ≥2，即λ的最小整数为 2． 
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故答案为： ；2． 

55.【答案】 1    

【解析】设 𝑔(𝑥) =
𝑥

𝑒𝑥
 ， 𝑔′(𝑥) =

1−𝑥

𝑒𝑥
 ，当 𝑥 < 1 时， 𝑔′(𝑥) > 0 ；当 𝑥 > 1 时， 𝑔′(𝑥) < 0 ，

故 𝑔(𝑥) 在 (−∞, 1) 上单调递增，在 (1,+∞) 上单调递减，且 𝑥 > 0 时， 𝑔(𝑥) > 0 ； 𝑥 < 0 时， 

𝑔(𝑥) < 0 ，  

∴ 𝑔(𝑥)max = 𝑔(1) =
1

𝑒
 ，作出 𝑔(𝑥) 的图象，如图 

 

要使 𝑓(𝑥) = (
𝑥

𝑒𝑥
)2 + (𝑎 − 2)

𝑥

𝑒𝑥
+ 2 − 𝑎 有三个不同的零点 𝑥1 ， 𝑥2 ， 𝑥3 其中 𝑥1 < 𝑥2 < 𝑥3 

令 
𝑥

𝑒𝑥
= 𝑡 ，则 𝑡2 + (𝑎 − 2)𝑡 + 2 − 𝑎 = 0 需要有两个不同的实数根 𝑡1, 𝑡2 （其中 𝑡1 < 𝑡2 ） 

则 𝛥 = (𝑎 − 2)2 − 4(2 − 𝑎) > 0 ，即 𝑎 > 2 或 𝑎 < −2 ，且 {
𝑡1 + 𝑡2 = 2 − 𝑎
𝑡1 ⋅ 𝑡2 = 2 − 𝑎

 

若 𝑎 > 2 ，则 {
𝑡1 + 𝑡2 = 2 − 𝑎 < 0
𝑡1 ⋅ 𝑡2 = 2 − 𝑎 < 0

 ，∵ 𝑡1 < 𝑡2 ，∴ 𝑡1 < 0 ，则 𝑡2 ∈ (0,
1

𝑒
) 

∴ 𝑡1 < 0 < 𝑡2 <
1

𝑒
 ，则 𝑥1 < 0 < 𝑥2 < 1 < 𝑥3 ，且 𝑔(𝑥2) = 𝑔(𝑥3) = 𝑡2 

∴ (1 −
𝑥1

𝑒𝑥1
)2(1 −

𝑥2

𝑒𝑥2
)(1 −

𝑥3

𝑒𝑥3
) = = (1 − 𝑡1)

2(1 − 𝑡2)(1 − 𝑡2) = [1 − (𝑡1 + 𝑡2) + 𝑡1𝑡2]
2 

= [1 − (2 − 𝑎) + 2 − 𝑎]2 

= 1 

若 𝑎 < −2 ，则 {
𝑡1 + 𝑡2 = 2 − 𝑎 > 4
𝑡1 ⋅ 𝑡2 = 2 − 𝑎 > 4

 ，因为 𝑔(𝑥)max = 𝑔(1) =
1

𝑒
 ，且 𝑡2 ∈ (0,

1

𝑒
) ， 

∴ (𝑡1 + 𝑡2)max < 4 ，故不符合题意，舍去 

综上 (1 −
𝑥1

𝑒𝑥1
)2(1 −

𝑥2

𝑒𝑥2
)(1 −

𝑥3

𝑒𝑥3
) = 1 

故答案为：1 

56.【答案】（﹣∞，0] 
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【解析】由函数 f（x）＝ex
﹣a﹣eln（ex+a），求得定义域为 x∈（﹣ ，+∞）， 

对函数求导可得：f′（x）＝ex﹣ ， 

则存在一个 x0，使得 f′（x）＝0， 

且﹣ ＜x＜x0时，f′（x）＜0，x＞x0时，f′（x）＞0， 

则 f（x）≥f（x0）＝ ﹣a﹣eln（ex0+a）＝ ﹣ ＝ex0+ ﹣2e﹣a＝ex0+a+

﹣2e﹣2a． 

∵ex0+a+ ≥2e， 

∴f（x0）≥2e﹣2e﹣a＝﹣2a≥0，则 a≤0， 

∴实数 a的取值范围为（﹣∞，0]． 

故答案为：（﹣∞，0]． 

57.【答案】−
1

2
 

【解析】设 𝐹(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝑔(𝑥) = 𝑒𝑥 − cos𝑥 − 2𝑎 − 𝑥 ，  

由 𝑓(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 可得 𝑥2 = 𝑒
𝑥1 − cos𝑥1 − 2𝑎 ， ∴ 𝑥2 − 𝑥1 = 𝑒

𝑥1 − 𝑥1 − cos𝑥1 − 2𝑎 ， 

∵ 𝑥2 − 𝑥1 的最小值为 1，即求函数 𝐹(𝑥) 在区间 [0, 𝜋] 上的最小值为 1， 

𝐹′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 1 + sin𝑥 且 𝑥 ∈ [0, 𝜋] ，当 𝑥 ∈ [0, 𝜋] 时， sin𝑥 ≥ 0 ， 𝑒𝑥 − 1 ≥ 0 ，则 𝐹′(𝑥) ≥ 0 ， 

所以，函数 𝐹(𝑥) 在区间 [0, 𝜋] 上为增函数， 

所以， 𝐹(𝑥)min = 𝐹(0) = −2𝑎 = 1 ，解得 𝑎 = −
1

2
 . 

故答案为： −
1

2
 . 

四、解答题 

 58.【解析】（1）由于 ，得 ， 

设 g（x）＝xcosx﹣sinx，其导函数 g′（x）＝﹣xsinx， 

在区间（0，π）上，g′（x）＜0，g（x）单调递减，且 g（0）＝0， 

所以在区间（0，π）上 g（x）＜0，f′（x）＜0，从而函数 f（x）在（0，π）上的单调递减； 

（2）证明：由第（1）问， 
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在区间（π，2π）上，g′（x）＞0，g（x）单调递增，且 g（π）＝﹣π＜0，g（2π）＝2π＞0， 

所以存在唯一的 x0∈（π，2π），使得 f′（x0）＝0， 

在区间（π，x0）上，f′（x）＜0，f（x）单调递减， 

在区间（x0，2π）上，f′（x）＞0，f（x）单调递增， 

所以 x0为函数 f（x）在（π，2π）上的唯一极小值， 

其中 ， ， 

所以 ，且 ， ， 

由于 ，故 ． 

59.【解析】 （1）当 𝑎 =
𝑒

2
 时， 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 −

𝑒

2
𝑥2 + 𝑥 ，所以 𝑓′(𝑥) = ln𝑥 − 𝑒𝑥 + 2 ，   

令 𝑝(𝑥) = ln𝑥 − 𝑒𝑥 + 2 ，则 𝑝′(𝑥) =
1

𝑥
− 𝑒 =

1−𝑒𝑥

𝑥
 ， 

若 𝑝′(𝑥) > 0 ，则 0 < 𝑥 <
1

𝑒
 ；若 𝑝′(𝑥) < 0 ，则 𝑥 >

1

𝑒
 ， 

所以函数 𝑝(𝑥) 在 (0,
1

𝑒
) 上为增函数，在 (

1

𝑒
, +∞) 上为减函数， 

则 𝑝(𝑥) ≤ 𝑝(
1

𝑒
) = 0 ，即 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ，仅在 𝑥 =

1

𝑒
 时， 𝑓′(𝑥) = 0 ， 

所以函数 𝑓(𝑥) 在 (0,+∞) 内为减函数． 

（2）因为 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 − 𝑎𝑥2 + 𝑥 ， 𝑔(𝑥) = (1 − 𝑎)𝑥ln𝑥 − 𝑒𝑥−1 ， 𝑎 > 0 ，   

若 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) + 𝑥 恒成立，即对任意的 𝑥 > 0 ， 𝑒𝑥−1 − 𝑎𝑥(𝑥 − ln𝑥) ≥ 0 恒成立， 

即对任意的 𝑥 > 0 ， 
𝑒𝑥−1

𝑥
− 𝑎(𝑥 − ln𝑥) ≥ 0 恒成立，即 𝑒𝑥 − ln𝑥 − 1 ≥ 𝑎(𝑥 − ln𝑥) ， 

令 𝑡 = 𝑡(𝑥) = 𝑥 − ln𝑥 ，则 𝑡′ = 1 −
1

𝑥
=

𝑥−1

𝑥
 ， 

当 𝑥 ∈ (0,1) 时， 𝑡′(𝑥) < 0 ， 𝑡(𝑥) 单调递减， 

当 𝑥 ∈ (1,+∞) 时， 𝑡′(𝑥) > 0 ， 𝑡(𝑥) 单调递增， 

所以 𝑡 = 𝑡(𝑥) ≥ 𝑡(1) = 1 ， 

若 𝑒𝑥ln𝑥 − 1 ≥ 𝑎(𝑥 − ln𝑥) 对任意 𝑥 > 0 恒成立，则 𝑎 ≤
𝑒𝑥−ln𝑥−1

𝑥−ln𝑥
−
𝑒𝑡−1

𝑡
 恒成立． 

设 𝑞(𝑡) =
𝑒𝑡−1

𝑡
 ， 𝑡 ≥ 1 ，则 𝑞′(𝑡) =

𝑒𝑡−1(𝑡−1)

𝑡2
≥ 0 ， 
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所以，当 𝑡 ∈ [1,+∞) 时， 𝑞(𝑡) 单调递增，所以 
𝑒𝑡−1

𝑡
≥ 𝑞(1) = 1 ， 

所以若 𝑓(𝑥) ≥ 𝑔(𝑥) + 𝑥 恒成立，则实数 𝑎 的取值范围 (0,1] ． 

 60.【解析】（1）∵f（x）＝ ， 

∴f′（x）＝ ， 

∵f（x）的递增区间是[0，1]， 

∴﹣ax2+（2a﹣b）x+b﹣c＝0的根是 0和 1， 

故 ，故 a＝b＝c， 

又 f（x）的极大值是 ，故 f（1）＝ ＝ ， 

故 a＝b＝c＝1， 

故 f（x）＝ ，f′（x）＝ ， 

故 f（﹣1）＝e，f′（﹣1）＝﹣2e， 

则 f（x）在点（﹣1，f（﹣1））处的切线方程是：y＝﹣2ex﹣e． 

（2）f（x）在（﹣∞，0）上单调递减，在（0，1）上单调递增，在（1，+∞）上单调递减， 

且 f（0）＝1，当 x∈（﹣∞，0]时，f（x）min＝f（0）＝1， 

若存在非零实数 x0，使得 f（x0）＝1，则 x0＞0， 

①0＜m≤x0时，f（x）在（﹣∞，0]递减，在（0，m]递增， 

故 f（x）在区间（﹣∞，m]上的最小值是 f（0）＝1， 

②m＞x0时，f（x）在（﹣∞，0]递减，在（0，1）递增，在（1，m]递减， 

故 f（x）min＝f（m）＝ ． 

61.【解析】（1）由题意知， ＝ ＝ ， 

令 f′（x）＝0，得 x＝2或 x＝﹣1（舍）， 

∴当 0＜x＜2时，f′（x）＜0，f（x）在（0，2）上单调递减； 

当 x＞2时，f′（x）＞0，f（x）在（2，+∞）上单调递增； 

∴fmin（x）＝f（2）＝3﹣ln2． 
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（2）由题意知，g（x）＝xf（x）＝x2﹣xlnx+2， 

g′（x）＝2x﹣lnx﹣1， 

当 时，g′（x）＞0恒成立，∴g（x）在[ ，+∞）单调递增， 

∴ ， 

∴方程 g（x）＝k（x+2）有两个不同的实数根， 

即 k＝ 在[ ，+∞）有两个不同的解， 

设 H（x）＝ ， 

∴H′（x）＝ ＝ ， 

设 G（x）＝x2+3x﹣2lnx﹣4， 

∴G′（x）＝2x+3﹣ ＝ ， 

∴当 x≥ 时，G′（x）＞0，∴G（x）在[ ，+∞）单调递增， 

而 ＝ln4﹣ ＜0，G（1）＝0， 

∴H（x）在[ ，1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增， 

而 ，H（1）＝1， 

∴k∈ ． 

62.【解析】（1）f（x）的定义域为（0，+∞），f′（x）＝ x2+alnx﹣ ， 

令 g（x）＝ x2+alnx﹣ ，g′（x）＝x+ ＝ ， 

因为 a≥0，所以 g′（x）＞0，所以 g（x）在（0，+∞）上单调递增， 

又 g（1）＝0，所以当 x∈（0，1）时，g（x）＜0，即 f′（x）＜0，当 x∈（1，+∞）时，g（x）＞0，

即 f′（x）＞0， 

所以 f（x）在（0，1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增． 

（2）①当 a≥0时，由（1）可知 f（x）在（0，+∞）上有唯一极小值 f（1）， 
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所以极值点个数为 1个． 

②当﹣1≤a＜0时，令 g′（x）＝ ＝0，得 x＝ ， 

当 x∈（0， ）时，g′（x）＜0，g（x）单调递减，当 x∈（ ，+∞）时，g′（x）＞0，g（x）

单调递增， 

所以 g（x）min＝g（ ）＝﹣ +aln（ ）﹣ ， 

令 h（a）＝﹣ +aln（ ）﹣ ，h′（a）＝ ln（﹣a）， 

因为﹣1≤a＜0，所以 h′（a）≤0，即 h（a）在[﹣1，0）上单调递减，所以 h（a）max＝h（﹣1）＝0， 

（ⅰ）当 a＝﹣1时，g（x）min＝h（﹣1）＝0，在（0，+∞）上，g（x）≥0恒成立， 

即 f′（x）≥0在（0，+∞）上恒成立，所以 f（x）无极值点； 

（ⅱ）当﹣1＜a＜0时，0＜﹣a＜1，h（a）＜0，即 g（x）min＜0， 

易知 0＜ ＜ ，g（ ）＝ +aln ﹣ ＝ + ＞0， 

所以存在唯一 x0∈（ ， ）使得 g（x0）＝0， 

且当 0＜x＜x0时，g（x）＞0，当 x0＜x＜ 时，g（x）＜0，则 f（x）在 x＝x0处取得极大值； 

又 g（1）＝0，所以当 ≤x＜1时，g（x）＜0，当 x＞1时，g（x）＞0，即 f（x）在 x＝1处取得极

小值， 

故此时极值点个数为 2． 

综上所述，当 a＝﹣1时，f（x）的极值点个数为 0；当﹣1＜a＜0时，f（x）的极值点个数为 2；当 a≥

0时，f（x）的极值点个数为 1． 

63.【解析】（1）证明：f3（x）＝1+x+ + ，f3′（x）＝1+x+ ＝ （x+1）2+ ， 

所以 f3′（x）＞0，所以 f3（x）在 R上单调递增， 

又 f3（﹣3）＝﹣2＜0，f（0）＝1＞0， 

所以 f3（x）单调递增且有唯一零点． 

（2）因为 f2n（x）＝1+x+ + +…+ ， 

所以 f2n′（x）＝1+x+ + +…+ ＝f2n﹣1（x）， 
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因为 f2n﹣1（x）单调递增且有唯一零点，设 f2n﹣1（x0）＝0， 

所以 f2n（x）在（﹣∞，x0）上为减函数，在（x0，+∞）上为增函数， 

又 f2n（x0）＝f2n﹣1（x0）+ ＝ ＞0， 

所以 f2n（x）≥f2n（x0）＞0， 

即 f2n（x）＞0恒成立，故 f2n（x）无零点． 

64.【解析】解：（1）由题知，𝑓′(𝑥) =
𝑎

𝑥
−

1

2√𝑥
=

2𝑎−√𝑥

2𝑥
， 

若 a≤0，则 f′（x）≤0，f（x）在（0，+∞）上单减； 

若 a＞0，令 f′（x）＝0，解得 x＝4a2
， 

当 x∈（0，4a2
）时，f′（x）＞0，当 x∈（4a2

，+∞）时，f′（x）＜0， 

∴f（x）在（0，4a2
）单增，在（4a2

，+∞）单减； 

（2）由（1）知，若 a≤0，则 f（x）在（0，+∞）上单减，且 f（1）＝0， 

∴当 0＜x＜1时，f（x）＞0，不合题意； 

若 a＞0，则 f（x）≤f（4a2
）＝aln4a2

﹣2a+1＝2aln2a﹣2a+1， 

令 g（t）＝tlnt﹣t+1，t＞0，g′（t）＝lnt， 

∴当 t∈（0，1）时，g′（t）＜0，g（t）单减，当 t∈（1，+∞）时，g′（t）＞0，g（t）单增， 

∴g（t）≥g（1）＝0， 

为满足题意，必有 g（2a）＝0，即 2a＝1，解得𝑎 =
1

2
； 

（3）证明：由题意知，p＝0.81
10
，由（2）知，

𝑙𝑛𝑥

2
− √𝑥 + 1 ≤ 0，即𝑙𝑛𝑥 ≤ 2(√𝑥 − 1)， 

∴𝑙𝑛(0.81)10 = 10𝑙𝑛(0.81)＜20 × (√0.81 − 1) = −2， 

∴p＝（0.81）
10
＜e﹣2

，即得证． 

65.【解析】 （1）解：函数 𝑓(𝑥) 的定义域为 (0,+∞) ，    

由 𝑓(𝑥) = |ln𝑥| + 𝑎𝑥 = {
ln𝑥 + 𝑎𝑥, 𝑥 ≥ 1

−ln𝑥 + 𝑎𝑥, 0 < 𝑥 < 1
 ， 

得 𝑓′(𝑥) = {

1

𝑥
+ 𝑎, 𝑥 ≥ 1

−
1

𝑥
+ 𝑎, 0 < 𝑥 < 1

 ． 

由于 𝑎 < 0 ，则 −
1

𝑥
+ 𝑎 < 0 ，即在区间 (0,1) 上 𝑓′(𝑥) < 0 ，函数 𝑓(𝑥) 单调递减； 

当 −1 < 𝑎 < 0 时， 
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𝑥  (1,−
1

𝑎
)  −

1

𝑎
  (−

1

𝑎
, +∞)  

𝑓′(𝑥)  ＋ 0 － 

𝑓(𝑥)  增  减 

当 𝑎 ≤ −1 时， 
1

𝑥
+ 𝑎 ≤ 0 ，即在区间 [1,+∞) 上 𝑓′(𝑥) ≤ 0 ，函数 𝑓(𝑥) 单调递减． 

综上，当 −1 < 𝑎 < 0 时，函数 𝑓(𝑥) 在区间 (0,1) 上单调递减， 

在区间 (1,−
1

𝑎
) 上单调递增，在区间 (−

1

𝑎
, +∞) 上单调递减； 

当 𝑎 ≤ −1 时，函数 𝑓(𝑥) 在区间 (0,+∞) 上单调递减． 

（2）解：结合第（1）问答案，只有当 −1 < 𝑎 < 0 时函数 𝑓(𝑥) 才可能存在三个零点：    

当 −1 < 𝑎 < 0 时， 𝑓(1) = 𝑎 < 0 ， 

𝑓(𝑒𝑎) = −ln(𝑒𝑎) + 𝑎 ⋅ 𝑒𝑎 = 𝑎(𝑒𝑎 − 1) > 0(0 < 𝑒𝑎 < 1) ， 

在区间 (0,1) 上恰好存在一个零点； 

在区间 [1,+∞) 上存在两个零点，需要保证 𝑓(−
1

𝑎
) = ln(−

1

𝑎
) − 1 > 0 ，即 −

1

𝑒
< 𝑎 < 0 ， 

且此时 𝑓(1) = 𝑎 < 0 ， 𝑓(−
1

𝑎
) > 0 ， 

在区间 (1,−
1

𝑎
) 上存在一个零点， 

同时 
1

𝑎2
> −

1

𝑎
 ， 𝑓(

1

𝑎2
) = 2ln(−

1

𝑎
) +

1

𝑎
 ， 

设 𝑡 = −
1

𝑎
> 𝑒 ，对于函数 𝑦 = 2ln𝑡 − 𝑡 ， 𝑦′ =

2−𝑡

𝑡
< 0 ， 𝑦 < 2ln𝑒 − 𝑒 = 2 − 𝑒 < 0 ， 

故 𝑓(
1

𝑎2
) < 0 ，且 𝑓(−

1

𝑎
) > 0 ，在区间 (−

1

𝑎
, +∞) 上存在一个零点． 

总之，当 −
1

𝑒
< 𝑎 < 0 时，在区间 (0,1) 、 (1,−

1

𝑎
) 、 (−

1

𝑎
, +∞) 上各存在一个零点． 

66.【解析】（1）函数 ( )f x 的定义域为 R，  

        所以 ，由题意， ，即  

        于是，  

        当 时，  

        所以 ( )f x 在(0，
2


)上单调递增； 

   （2） 因为 ，所以 与 在
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上有相同的零点， 

         

        当 时，  

         

        又 ，所以 ， 

        所以，当 时， 单调递减， 

        又  

        由零点存在性定理及 的单调性，知 在 上有且仅有一个零点， 

        所以 ( )f x 在 上恰有一个零点． 

67.【解析】（1）f（x）＝ex﹣ax，其定义域为 R，f′（x）＝ex﹣a， 

①当 a≤0时，因为 f′（x）＞0．所以 f（x） 在 R 上单调递增； 

②当 a＞0时，令 f′（x）＞0 得 x＞lna．令 f′（x）＜0 得 x＜lna． 

所以 f（x）在（﹣∞，lna）上单调递减，（lna，+∞）上单调递增， 

综上所述，当 a≤0 时，f（x） 在 R 上单调递增，当 a＞0 时，f（x）在（﹣∞，lna）上单调递减，

（lna，+∞）上单调递增． 

（2）当 a＝2时， ，g′（x）＝ex+sinx﹣2， 

①当  时，因为 g′（x）＝（ex﹣1）+（sinx﹣1）＜0， 

所以 g（x） 在  单调递减． 

所以 g（x）＞g（0）＝0， 

斤以 g（x） 在  上无零点； 

②当 时，因为 g′（x） 单调递增，且 ． 

所以存在 ，使 g′（x0）＝0， 
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当 x∈（0，x0） 时，g′（x）＜0，当  时，g′（x）＞0， 

所以 g（x）在[0，x0）上单调递减，在 上单调递增，且 g（0）＝0，所以 g（x0）＜0， 

又因为 ，所以 ， 

所以 g（x） 在  上存在一个零点， 

所以 g（x） 在  上有两个零点． 

③当 时， ， 

所以 g（x） 在 上单调递增， 

因为 ，所以 g（x） 在  上无零点． 

综上所述，g（x）在  上的零点个数为 2． 

68.【解析】（1）因为 f（x）＝ mx2﹣2ax+lnx，x＞0，所以 f′（x）＝mx﹣2a+ ， 

因为 f（x）在 x＝1处的切线斜率为 2﹣2a， 

所以 f′（1）＝m﹣2a+1＝2﹣2a，即 m＝1， 

所以 f′（x）＝x﹣2a+ ＝ ， 

令 h（x）＝x2﹣2ax+1，△＝4a2﹣4， 

当△≤0，即﹣1≤a≤1时，h（x）≥0恒成立，即 f′（x）≥0， 

所以 f（x）在（0，+∞）上单调递增； 

当△＞0，即 a＜﹣1或 a＞1时，令 h（x）＝0，可得 x＝a± ， 

当 a＜﹣1时，a﹣ ＜0，a+ ＜0，h（0）＝1＞0， 

此时 h（x）＞0在（0，+∞）上恒成立，即 f′（x）＞0在（0，+∞）上恒成立， 

所以 f（x）在（0，+∞）上单调递增； 

当 a＞1时，a﹣ ＞0，a+ ＞0， 

当 x∈（0，a﹣ ）∪（a+ ，+∞）时，h（x）＞0，即 f′（x）＞0， 

当 x∈（a﹣ ，a+ ）时，h（x）＜0，即 f′（x）＜0， 
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所以 f（x）在（a﹣ ，a+ ）上单调递减，在（0，a﹣ ）和（a+ ，+∞）上单

调递增． 

综上所述，当 a≤1时，f（x）在（0，+∞）上单调递增； 

当 a＞1时，f（x）在（a﹣ ，a+ ）上单调递减，在（0，a﹣ ）和（a+ ，+

∞）上单调递增． 

（2）证明：g（x）＝xf（x）﹣ +2x＝ ﹣2ax2
+xlnx﹣ +2x， 

由（1）得 m＝1，即 g（x）＝xlnx﹣2ax2
+2x， 

因为 g（x）有两个不同零点 x1，x2， 

所以 ，即 ， 

lnx1﹣2ax1+2+lnx2﹣2ax2+2＝0，即 2a（x1+x2）＝lnx1x2+4， 

lnx1﹣2ax1+2﹣（lnx2﹣2ax2+2）＝0，即 ln ＝2a（x2﹣x1），2a＝ ， 

所以 2a（x1+x2）＝ •ln ＝ •ln ， 

因为 x2﹣3x1≥0，所以 ≥3， 

设 t＝ ，k（t）＝ lnt， 

所以 k′（t）＝ ＝ ， 

令 m（t）＝﹣2lnt+t﹣ ， 

所以 m′（t）＝﹣ +1+ ＝ ＞0， 

所以 m（t）为增函数，m（t）≥m（3）＝﹣2ln3+ ＞0， 
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即 k′（t）＞0，所以 k（t）≥k（3）＝2ln3， 

所以 lnx1x2+4≥2ln3，即 lnx1x2≥2ln3﹣4＝2（ln3﹣2）＝2ln ＝ln ， 

所以 x1x2≥ ，所以 ≥ ， 

因为 x1≠x2，所以 x1+x2＞2 ≥ ， 

所以 x1+x2＞ ，得证． 

69.【解析】（1）因为 ( ) ( )2exf x mx x= + ，所以 2( 2 1)( ) xf x e mx x mx+ + + = ， 

因为 ( )f x 在 1x = 处取极大值，所以 ( )1 0f  = ，所以 ( )1 1 2 1 0e m m+ + + = ，所以
2

3
m = −   

当
2

3
m = − 时， ( )( )2 3 1

1
( )

3

xf x e x x +− −= ， 

x  
3

,
2

 
− − 
 

 
3

2
−  

3
,1

2

 
− 
 

 1 ( )1,+  

( )f x  − 0  + 0  − 

( )f x  单调递减 极小值 单调递增 极大值 单调递减 

所以 ( )f x 在 1x = 处取极大值，符合题意； 

（2）当 1m = 时， ( ) ( )2exf x x x= + ， ( ) 2e ln 1xg x x ax a x= + + + ． 

又因为对 0x  ，不等式 ( ) ( )f x g x ，所以 0x  时， ( )2ex x x+ 2 ln 1xe x ax a x + + + ， 

所以 0x  时， ( )ln ln 1x xe a x x+  + + ， 

令 lnt x x= + ，因为 ( ) lnh x x x= + 为 ( )0, + 上的增函数，且 ( )h x 的值域为R ，所以 t R ， 

故问题转化为“ , 1 0tt R e at  − −  恒成立”，不妨设 ( ) 1tF t e at= − − ，所以 ( ) tF t e a = − ， 

当 0a  时， ( ) 0tF t e a = −  ，所以 ( )F t 在 R 上单调递增，且 ( ) 00 1 0F e= − = ， 
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所以当 ( ),0t − 时， ( ) ( )0 0F t F = ，这与题意不符； 

当 0a  时，令 ( ) 0F t = ，解得 lnx a= ， 

当 ( ), lnt a − 时， ( ) 0F t  ， ( )F t 单调递减，当 ( )ln ,t a + 时， ( ) 0F t  ， ( )F t 单调递增， 

所以 ( ) ( ) ln

min
ln ln 1 ln 1 0aF t F a e a a a a a= = − − = − −  ， 

所以
1

1 ln 0a
a

− −  ，所以
1

ln 1 0a
a

+ −  ， 

记 ( ) ( ) 2

1 1
ln 1,

a
a a a

a a
 

−
= + − = ， 

当 ( )0,1a 时， ( ) 0a  ， ( )a 单调递减，当 ( )1,a + 时， ( ) 0a  ， ( )a 单调递增， 

所以 ( ) ( )
min

1 0a = = ， 

又因为
1

ln 1 0a
a

+ −  ，即 ( ) 0a  ，所以 1a = . 

70.【解析】（1）∵f（x）＝ex﹣ax2﹣bx﹣1，∴g（x）＝f′（x）＝ex﹣2ax﹣b， 

又 g′（x）＝ex﹣2a，x∈[0，1]，∴1≤ex≤e， 

∴①当 时，则 2a≤1，g′（x）＝ex
﹣2a≥0， 

∴函数 g（x）在区间[0，1]上单调递增，g（x）min＝g（0）＝1﹣b； 

②当 ，则 1＜2a＜e， 

∴当 0＜x＜ln（2a）时，g′（x）＝ex﹣2a＜0，当 ln（2a）＜x＜1时，g′（x）＝ex﹣2a＞0， 

∴函数 g（x）在区间[0，ln（2a）]上单调递减，在区间[ln（2a），1]上单调递增， 

g（x）min＝g[ln（2a）]＝2a﹣2aln（2a）﹣b； 

③当 时，则 2a≥e，g′（x）＝ex﹣2a≤0， 

∴函数 g（x）在区间[0，1]上单调递减，g（x）min＝g（1）＝e﹣2a﹣b， 

综上：函数 g（x）在区间[0，1]上的最小值为 ； 

（2）由 f（1）＝0，⇒e﹣a﹣b﹣1＝0⇒b＝e﹣a﹣1，又 f（0）＝0， 
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若函数 f（x）在区间（0，1）内有零点，则函数 f（x）在区间（0，1）内至少有三个单调区间， 

由（1）知当 a≤ 或 a≥ 时，函数 g（x）在区间[0，1]上单调，不可能满足“函数 f（x）在区间（0，

1）内至少有三个单调区间”这一要求． 

若 ，则 gmin（x）＝2a﹣2aln（2a）﹣b＝3a﹣2aln（2a）﹣e+1 

令 h（x）＝   （1＜x＜e） 

则 ＝ ，∴ ．由 ＞0⇒x＜  

∴h（x）在区间（1， ）上单调递增，在区间（ ，e）上单调递减， 

＝ ＝ ＜0，即 gmin（x）＜0 恒成立， 

∴函数 f（x）在区间（0，1）内至少有三个单调区间⇔ ⇒ ， 

又 ，所以 e﹣2＜a＜1， 

综上得：e﹣2＜a＜1． 

另解：由 g（0）＞0，g（1）＞0 解出 e﹣2＜a＜1， 

再证明此时 f（x）min＜0 由于 f（x）最小时，f'（x）＝g（x）＝ex﹣2ax﹣b＝0， 

故有 ex＝2ax+b且 f（1）＝0知 e﹣1＝a+b， 

则 f（x）min＝2ax+b﹣ax2﹣（e﹣1﹣a）x﹣1＝﹣ax2+（3a+1﹣e）x+e﹣a﹣2， 

开口向下，最大值 （5a2﹣（2e+2）a+e2﹣2e），分母为正， 

只需看分子正负，分子＜5﹣（2e+2）+e2﹣2e（a＝1时取最大）＝e2﹣4e+3＜0， 

故 f（x）min＜0， 

故 e﹣2＜a＜1． 

71.【解析】（1）设g(x) = f '(x) = ex-2ax-b，所以g'(x) = ex-2a 

∵ g(x)在（0，2）上单调，ex ∈ (1, e2)，∴2a≤1或 2a大于等于 e
2
， 

∴a ≤
1

2
或a ≥

e2

2
 

（2）∵f（x）在(0,2)上有零点，∴存在 x0∈(0,2)，使 f(x0)=0 

又 f(0)=0,f(2)=0，∴f(x)在(0,x0)，(x0,2)上不单调， 

∴g(x)=f
’
(x)上至少有两个零点， 

由(1)知，当a ≤
1

2
或a ≥

e2

2
时，g(x)单调，不可能有两个零点， 
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∴
1

2
≤ a ≤

e2

2
， 

 

 

72.【解析】（1） ，f'（x）＝x﹣sinx． 

令 h（x）＝x﹣sinx，则 h'（x）＝1﹣cosx． 

∵h'（x）≥0在 R 上恒成立，∴h（x）在 R 上单调递增． 

又∵h（0）＝0，∴当 x＜0 时，h（x）＜0；当 x＞0时，h（x）＞0． 

即 f'（0）＝0，当 x＜0时，f'（x）＜0；当 x＞0时，f'（x）＞0， 

∴f（x）在（﹣∞，0]上单调递减，在[0，+∞）上单调递增， 

因此，f（x）的最小值为 f（0）＝﹣1； 

（2）不等式 f（x）≥g（x），即 cosx+ ﹣2≥ ， 

等价于 ebx﹣sinx+cosx﹣2≥0． 

设 p（x）＝ebx﹣sinx+cosx﹣2，则由题意得 p（x）≥0 在 x∈[0，+∞）内恒成立． 

p'（x）＝bebx﹣cosx﹣sinx，p'（0）＝b﹣1． 

①当 b＜1时，p'（0）＜0，这时∃x0＞0，使当 x∈（0，x0）时，p'（x）＜0， 

从而 p（x）在[0，x0]上单调递减， 
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又∵p（0）＝0，∴当 x∈（0，x0）时，p（x）＜0，这与 p（x）≥0在[0，+∞）内恒成立不符． 

②当 b≥1时，对于任意的 x≥0，bx≥x，从而 ebx≥ex，这时 p（x）≥ex﹣sinx+cosx﹣2． 

设 q（x）＝ex
﹣sinx+cosx﹣2，则 q'（x）＝ex

﹣cosx﹣sinx， 

设φ（x）＝ex
﹣x﹣1，则 φ'（x）＝ex

﹣1． 

当 x≥0时，φ'（x）≥0，∴φ（x）在[0，+∞）上单调递增． 

又∵φ（0）＝0，∴当 x≥0时，φ（x）≥0，即 ex
≥x+1． 

因此，q'（x）≥1﹣cosx+x﹣sinx≥0，∴q（x）在[0，+∞）上单调递增． 

又∵q（0）＝0，∴当 x≥0 时，q（x）≥0，从而 p（x）≥0． 

综上，实数 b的取值范围为[1，+∞）． 

73．【解析】解：（1）函数 f（x）＝xex
﹣alnx的定义域为（0，+∞）， 

因为 f'（x）＝（x+1）ex
−
𝑎

𝑥
，所以 f'（1）＝2e﹣a， 

又 f（1）＝e，所以切点坐标为（1，e），切线的斜率为 2e﹣a， 

故切线的方程为 y﹣e＝（2e﹣a）（x﹣1）， 

因为切线过原点（0，0），则有﹣e＝﹣（2e﹣a），解得 a＝e； 

（2）由（1）可知，a＝e，则 f（x）≥b（x﹣1）
2
+a（lnx+1）恒成立， 

等价于 xex
﹣2elnx﹣b（x﹣1）

2
﹣e≥0恒成立（*）， 

令 m（x）＝xex
﹣2elnx﹣b（x﹣1）

2
﹣e， 

则 m（1）＝0，且 m'（x）= (𝑥 + 1)𝑒𝑥 −
2𝑒

𝑥
− 2𝑏(𝑥 − 1)，m'（1）＝0， 

又 m''（x）= (𝑥 + 2)𝑒𝑥 +
2𝑒

𝑥2
− 2𝑏， 

令φ（x）= (𝑥 + 2)𝑒𝑥 +
2𝑒

𝑥2
− 2𝑏， 

则φ'（x）= (𝑥 + 3)𝑒𝑥 −
4𝑒

𝑥3
在（0，+∞）上单调递增，且 φ'（1）＝0， 

当 0＜x＜1时，φ'（x）＜0，则 m''（x）为单调递减函数， 

当 x＞1时，φ'（x）＞0，则 m''（x）为单调递增函数， 

所以当 x＝1时，m''（x）取得最小值 m''（1）＝5e﹣2b， 

①当 5e﹣2b≥0，即𝑏 ≤
5

2
𝑒时，m''（x）≥m''（1）≥0， 

则 m'（x）单调递增，又 m'（1）＝0， 

所以当 0＜x＜1时，m'（x）＜0，则 m（x）单调递减， 

当 x＞1时，m'（x）＞0，则 m（x）单调递增， 
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所以 m（x）≥m（1）＝0，故（*）式恒成立； 

②当𝑏＞
5

2
𝑒时，m''（1）＜0，又当 x→+∞时，m''（x）→+∞， 

存在 x0＞1，使得 m''（x0）＝0， 

当 1＜x＜x0时，有 m''（x）＜0，即 m'（x）单调递减， 

所以 m'（x）＜m'（1）＝0，此时 m（x）单调递减， 

故当 x∈（1，x0）时，m（x）＜m（1）＝0，故（*）式不成立． 

综上所述，b的取值范围为(−∞，
5

2
𝑒]． 

74．【解析】解：（1）f（x）＝mlnx+kx+1（m＞0），f（x）的定义域是（0，+∞）， 

f′（x）＝ +k＝ ， 

当 k≥0时，f′（x）＞0，f（x）在（0，+∞）上单调递增， 

当 k＜0时，令 f′（x）＝0，解得：x＝﹣ ， 

当 x∈（0，﹣ ）时，f′（x）＞0，当 x∈（﹣ ，+∞）时，f′（x）＜0， 

∴f（x）在（0，﹣ ）上单调递增，在（﹣ ，+∞）上单调递减； 

综上：当 k≥0时，f（x）在（0，+∞）上单调递增， 

当 k＜0时，f（x）在（0，﹣ ）上单调递增，在（﹣ ，+∞）上单调递减； 

（2）xf'（x）≤emx
恒成立，即 emx

﹣kx﹣m≥0恒成立， 

令 g（x）＝emx
﹣kx﹣m，则 g′（x）＝memx

﹣k， 

①当 k≤0时，g′（x）＞0，g（x）单调递增， 

要使 g（x）≥0在（0，+∞）上恒成立， 

只需 g（0）＝1﹣m≥0， 

∴0＜m≤1，此时 m不唯一，不合题意； 

②当 0＜k≤m时，令 g′（x）＝0，解得：x＝ ≤0， 

g（x）在（0，+∞）上单调递增， 

要使 g（x）≥0在（0，+∞）上恒成立，只需 g（0）＝1﹣m≥0， 

∴0＜m≤1，此时 m不唯一，不合题意； 

③当 k＞m时，令 g′（x）＝0，解得：x＝ ＞0， 
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当 x∈（0， ）时，g′（x）＜0，g（x）单调递减， 

当 x∈（ ，+∞）时，g′（x）＞0，g（x）单调递增， 

∴g（x）min＝g（ ）＝elnk﹣lnm
﹣ （lnk﹣lnm）﹣m， 

要使 g（x）≥0在（0，+∞）上恒成立，且 m的值唯一，只需 g（ ）＝0， 

整理得 lnm﹣lnk+1﹣ ＝0， 

令 h（m）＝lnm﹣lnk+1﹣ ，则 h′（m）＝ ， 

令 h′（m）＝0，解得：m＝ ， 

当 m∈（0， ）时，h′（m）＞0，h（m）单调递增， 

当 m∈（ ，+∞）时，h′（m）＜0，h（m）单调递减， 

∴h（m）min＝h（ ）＝ln + ， 

要使 m的值唯一，只需 h（m）max＝ln + ＝0， 

解得：k＝ ，m＝ ， 

∴k+m＝ ． 

75.【解析】解：（1）函数的定义域为（0，+∞），𝑓′(𝑥) = 𝑎(2𝑥 − 1) −
1

𝑥
=

2𝑎𝑥2−𝑎𝑥−1

𝑥
， 

令 g（x）＝2ax2
﹣ax﹣1， 

（i）当 a＝0时，𝑔(𝑥) = −1＜0，𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥
＜0，此时 f（x）在（0，+∞）上单调递减； 

（ii）当 a≠0时，g（x）为二次函数，△＝a2
+8a， 

①若△≤0，即﹣8≤a＜0时，g（x）的图象为开口向下的抛物线且 g（x）≤0，则𝑓′(𝑥) =
𝑔(𝑥)

𝑥
≤ 0，此时

f（x）在（0，+∞）上 5单调递减； 

②当△＞0，即 a＜﹣8或 a＞0时，令 g（x）＝0，解得𝑥1 =
𝑎−√𝑎2+8𝑎

4𝑎
，𝑥2 =

𝑎+√𝑎2+8𝑎

4𝑎
， 

当 a＜﹣8时，g（x）的图象为开口向下的抛物线，0＜x2＜x1， 

∴当 x∈（0，x2），x∈（x1，+∞）时，g（x）≤0，则 f′（x）＜0，f（x）单调递减，当 x∈（x2，x1）

时，g（x）＞0，则 f′（x）＞0，f（x）单调递增； 
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当 a＞0时，g（x）的图象为开口向上的抛物线，x1＜0＜x2， 

当 x∈（0，x2），g（x）≤0，则 f′（x）＜0，f（x）单调递减，当 x∈（x2，+∞），g（x）＞0，则 f′

（x）＞0，f（x）单调递增； 

综上，当 a＜﹣8 时，f（x）在(0，
𝑎+√𝑎2+8

4𝑎
)，(

𝑎−√𝑎2+8

4𝑎
)上单调递减，在(

𝑎+√𝑎2+8𝑎

4𝑎
，

𝑎−√𝑎2+8𝑎

4𝑎
)上单调递

增； 

当 a＞0时，f（x）在(0，
𝑎+√𝑎2+8𝑎

4𝑎
)上单调递减，在(

𝑎+√𝑎2+8𝑎

4𝑎
，+∞)上单调递增； 

当﹣8≤a≤0时，f（x）在（0，+∞）上单调递减． 

（2）证明：由（1）知，当 a＝1时，f（x）在（0，1）上单调递减，在（1，+∞）上单调递增， 

因此对任意 x＞1恒有 f（x）＞f（1），即 x2
﹣x＞lnx， 

又 0＜lnx＜x2
﹣x，要证

2𝑒𝑥−1

𝑙𝑛𝑥
≥

𝑥2+1

𝑥2−𝑥
，只需证 2ex﹣1

≥x2
+1， 

令𝑚(𝑥) = 𝑒𝑥−1 −
1

2
(𝑥2 + 1)，𝑥 ≥ 1，则 m′（x）＝ex﹣1

﹣x，m''（x）＝ex﹣1
﹣1， 

∵x≥1， 

∴m''（x）≥0，则 m′（x）在[1，+∞）上单调递增，又 m′（1）＝0， 

∴当 x≥1时，m′（x）≥0 恒成立，则 m（x）在[1，+∞）上单调递增，又 m（1）＝0， 

∴对任意 x＞1恒有 m（x）＞m（1），即 2ex﹣1
≥x2

+1，即得证． 

76.【解析】解：（1）由于 ( )2 22f e e− −= − ，又 ( ) 1 lnf x x = + ， 

故在点
2 2( , ( ))e f e− −

的切线斜率 ( )2 1k f e− = −= ， 

因此所求切线方程 ( )2 22y e x e− −+ = − − ， 

即
2y x e−= − − ． 

（2）由于 ( ) 1 lnf x x = + ， 

故
1

0,
e

x
 

 
 

时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递减， 

1
,x

e

 
 + 
 

时， ( ) 0f x  ， ( )f x 单调递增， 

由图易知， 1

1
0,x

e

 
 
 

， 2

1
,1x

e

 
 
 

， 
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由（1）可知，在 ( )2 2, 2e e− −− 点的切线方程为 2y x e−= − − ， 

设 2y x e−= − − 与 y a= 的交点横坐标为 3x ，且 3

1
0,x

e

 
 
 

 

即
2

3x e a−= − − ，下证 3 1x x ． 

由于 ( )f x 在
1

0,
e

 
 
 

单调递减，故只需证明 ( ) ( )3 1 0f x f x−  即可． 

设 ( ) ( ) 2

3 1 3 3 3 3 3ln lny f x f x x x a x x e x−= − = − = + + （ 3

1
0,x

e

 
 
 

）． 

3 31 ln 1 2 lnxy x= + + = + ， 

故 ( )2

3 0,x e− ， 0y  ，函数单调递减， 

( )2 1

3 ,x e e− − ， 0y  ，函数单调递增， 

因此 2
3

0
x e

y y −=
 = ， 

即 3 1x x ． 

又 ( )f x 在 ( )1,0 处的切线方程为 1y x= − ， 

设 1y x= − 与 y a= 的交点横坐标为 4x ，，即 4 1x a= + ，下证 4 2x x ． 

由于 ( )f x 在
1

,1
e

 
 
 

单调递增，故只需证明 ( ) ( )4 2 0f x f x−  即可， 

设 ( ) ( )4 2 4 4 4 4 4ln ln 1y f x f x x x a x x x= − = − = − + ， 

4 41 ln 1 ln 0x xy = + − =  ，函数在 4

1
,1x

e

 
 
 

单调递减，
4 1

0
x

y y
=

 = ， 

即 4 2x x ． 

综上易知，
2

2 1 4 3 1x x x x a e a−−  − = + + + ， 

即
2

2 1 1 2x x a e−−  + + ． 

77.【解析】 （1）解：由题意， 𝑓′(𝑥) = ln𝑥 + 1 +𝑚 ，所以 𝑓′(1) = 1 +𝑚 = 1 ，所以 𝑚 = 0 ； 

（2）解：由（1）知 𝑓(𝑥) = 𝑥ln𝑥 ，    
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所以 𝑔(𝑥) = 𝑎ln𝑥 + 𝑥2 − 8𝑥 ， 𝑔′(𝑥) =
𝑎

𝑥
+ 2𝑥 − 8 =

2𝑥2−8𝑥+𝑎

𝑥
(𝑥 > 0) ， 

令 𝑢(𝑥) = 2𝑥2 − 8𝑥 + 𝑎(𝑥 > 0) ，函数 𝑔(𝑥) 在 (0,+∞) 内有两个极值点， 

则 𝑢(𝑥) = 2𝑥2 − 8𝑥 + 𝑎 在 (0,+∞) 上有两个不相等的实根 𝑥1 、 𝑥2 ， 

所以 {
𝛥 = 64 − 8𝑎 > 0

𝑥 = 2 > 0
𝑢(0) = 𝑎 > 0

 ，解得 0 < 𝑎 < 8 ； 

（3）解：由（2）知 𝑥1 + 𝑥2 = 4 ， 𝑥1𝑥2 =
𝑎

2
 ， 0 < 𝑥1 < 𝑥2 ，    

所以 𝑥2 = 4− 𝑥1 > 𝑥1 得 0 < 𝑥1 < 2 ， 𝑎 = 2𝑥1𝑥2 = 2𝑥1(4 − 𝑥1) ， 

所以 (𝑡 − 2)(4 + 3𝑥1 − 𝑥1
2) <

𝑎ln𝑥1

1−𝑥1
 成立，即 (𝑡 − 2)(4 + 3𝑥1 − 𝑥1

2) <
2𝑥1(4−𝑥1)ln𝑥1

1−𝑥1
 ， 

即 (𝑡 − 2)(𝑥1 + 1) <
2𝑥1ln𝑥1

1−𝑥1
 ，即 

𝑥1

1−𝑥1
[2ln𝑥1 +

(𝑡−2)(𝑥1
2−1)

𝑥1
] > 0 成立， 

且 0 < 𝑥1 < 1 时， 
𝑥1

1−𝑥1
> 0 ， 1 < 𝑥1 < 2 时， 

𝑥1

1−𝑥1
< 0 ， 

令 ℎ(𝑥) = 2ln𝑥 +
(𝑡−2)(𝑥2−1)

𝑥
(0 < 𝑥 < 2) ， ℎ

′
(𝑥) =

(𝑡−2)𝑥2+2𝑥+(𝑡−2)

𝑥2
(0 < 𝑥 < 2) ， 

① 𝑡 ≥ 2 时， ℎ
′
(𝑥) > 0 ，所以 ℎ(𝑥) 在 (0,2) 上为增函数，且 ℎ(1) = 0 ， 

所以 𝑥 ∈ (1,2) 时， ℎ(𝑥) > 0 ，不符合题意． 

② 𝑡 < 2 时，令 𝑝(𝑥) = (𝑡 − 2)𝑥2 + 2𝑥 + 𝑡 − 2 ， 𝛥 = 4 − 4(𝑡 − 2)2 ， 

（ⅰ）当 𝛥 ≤ 0 ，即 𝑡 ≤ 1 时， ℎ
′
(𝑥) ≤ 0 ，所以 ℎ(𝑥) 在 (0,2) 上为减函数，且 ℎ(1) = 0 ， 

可得：当 0 < 𝑥 < 1 时， ℎ(𝑥) > 0 ， 
𝑥

1−𝑥
> 0 ，则 

𝑥

1−𝑥
[2ln𝑥 +

(𝑡−2)(𝑥2−1)

𝑥
] > 0 ； 

当 1 < 𝑥 < 2 时， ℎ(𝑥) < 0 ， 
𝑥

1−𝑥
< 0 ，则 

𝑥

1−𝑥
[2ln𝑥 +

(𝑡−2)(𝑥2−1)

𝑥
] > 0 . 

所以 
𝑥

1−𝑥
[2ln𝑥 +

(𝑡−2)(𝑥2−1)

𝑥
] > 0 对任意的 𝑥 ∈ (0,1) ∪ (1,2) 恒成立； 

（ⅱ）当 𝛥 > 0 ，即 1 < 𝑡 < 2 时，二次函数 𝑝(𝑥) 图象的对称轴 𝑥 =
1

2−𝑡
> 1 ， 

且 𝑝(1) = 2𝑡 − 2 > 0 ，令 𝑥0 = min{
1

2−𝑡
, 2} ， 

则当 𝑥 ∈ (1, 𝑥0) 时， 𝑝(𝑥) > 0 ，即 ℎ
′
(𝑥) > 0 ， 

所以 ℎ(𝑥) 在 (1, 𝑥0) 为增函数，且 ℎ(1) = 0 ，所以 ℎ(𝑥) > 0 ，不符合题意． 

综上， 𝑡 ≤ 1 ． 

78.【解析】（1）由题意得， ( ) 2xf x e a = − . 
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①当 0a  时， ( ) 0f x  恒成立， 

所以函数 ( )f x 为 R上的增函数，没有极值. 

②当 0a  时，令 ( ) 0f x = ，得 ( )ln 2x a= . 

当 ( )( ), ln 2x a − 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 ( )( ), ln 2a− 上单调递减； 

当 ( )( )ln 2 ,x a + 时， ( ) 0f x  ，函数 ( )f x 在 ( )( )ln 2 ,a + 上单调递增； 

所以当 ( )ln 2x a= 时，函数 ( )f x 取得极小值，极小值为 ( )( ) ( )ln 2 2 2 ln 2f a a a a= − ，没有极大值. 

综上所述，当 0a  时，函数 ( )f x 没有极值； 

当 0a  时， ( )f x 的极小值为 ( )2 2 ln 2a a a− ，没有极大值. 

（2）解法 1： 

首先证明： ( )2ln 2 4 2a a − .设 ( ) ( )2ln 2 4 2g a a a= − + ，则 ( )
( )2 1 22

4
a

g a
a a

−
 = − = . 

当
1

0
2

a  时 ( ) 0g a  ， ( )g a 在区间
1

0,
2

 
 
 

上是增函数； 

当
1

2
a  时， ( ) 0g a  ， ( )g a 在区间

1
,

2

 
+ 

 
上是减函数； 

所以 ( )
1

0
2

g a g
 

 = 
 

，即 ( )2ln 2 4 2 0a a− +  ， 

即 ( )2ln 2 4 2a a − . 

所以要证 1 2 4 2x x a+  − ，只需证 ( )1 2 2ln 2x x a+  . 

不妨设 1 2x x ，由（1）知 ( )1 ln 2x a ， ( )2 ln 2x a . 

要证 ( )1 2 2ln 2x x a+  ，即证 ( )1 22ln 2x a x − . 

因为 ( )2 ln 2x a ，所以 ( ) ( )22ln 2 ln 2a x a−  . 

又 ( )1 ln 2x a ，函数 ( )f x 在 ( )( ), ln 2a− 上单调递减， 

故只需证明 ( ) ( )1 22ln(2 )f x f a x − ， 
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即证 ( ) ( )1 22ln(2 ) 0f x f a x− −  . 

又 ( ) ( )1 2f x f x= ，所以只需证明 ( ) ( )2 22ln(2 ) 0f x f a x− −  . 

令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
24

2ln 2 4 4 ln 2 , ln 2x

x

a
G x f x f a x e ax a a x a

e
= − − = − − +  . 

则 ( )
2 24 4

4 2 4 0x x

x x

a a
G e a e a

e
x

e
 = + −   − = ， 

当且仅当 2xe a= ，即 ( )ln 2x a= 时，等号成立. 

所以 ( )G x 在 ( )( )ln 2 ,a + 上单调递增. 

所以 ( ) ( )( )ln 2 0G x G a = . 

因为 ( )2 ln 2x a ，所以 ( )2 0G x  ，即 ( ) ( )( )2 22ln 2f x f a x − ，问题得证. 

故 ( )1 2 2ln 2x x a+  ， 

所以 1 2 4 2x x a+  − . 

解法 2： 

首先证明： ( )2ln 2 4 2a a − . 

设 ( ) ( )2ln 2 4 2g a a a= − + ，则 ( )
( )2 1 22

4
a

g a
a a

−
 = − = . 

当
1

0
2

a  时， ( ) 0g a  ， ( )g a 在区间
1

0,
2

 
 
 

上是增函数； 

当
1

2
a  时， ( ) 0g a  ， ( )g a 在区间

1
,

2

 
+ 

 
上是减函数； 

所以 ( )
1

0
2

g a g
 

 = 
 

，即 ( )2ln 2 4 2 0a a− +  ， 

即 ( )2ln 2 4 2a a −  

所以要证 1 2 4 2x x a+  − ，只需证 ( )1 2 2ln 2x x a+  . 

不妨设 1 2x x ，由（1）知 ( )1 ln 2x a ， ( )2 ln 2x a . 
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令 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
24

2ln 2 4 4 ln 2 , ln 2x

x

a
G x f x f a x e ax a a x a

e
= − − = − − +   

则 ( )
2 24 4

4 2 4 0x x

x x

a a
G x e a e a

e e
 = + −   − = ， 

当且仅当 2xe a= ，即 ( )ln 2x a= 时，等号成立. 

所以 ( )G x 在 ( )( )ln 2 ,a + 上单调递增. 

所以 ( ) ( )( )ln 2 0G x G a = . 

因为 ( )2 ln 2x a ，所以 ( )2 0G x  ， 

即 ( ) ( )( )2 22ln 2f x f a x − . 

又 ( ) ( )1 2f x f x= ，所以 ( ) ( )( )1 22ln 2f x f a x − . 

因为 ( )2 ln 2x a ，所以 ( ) ( )22ln 2 ln 2a x a−  . 

又 ( )1 ln 2x a ，函数 ( )f x 在 ( )( ), ln 2a− 上单调递减，所以 ( )1 22ln 2x a x − ， 

即 ( )1 2 2ln 2x x a+  . 

所以 1 2 4 2x x a+  − . 

79.【解析】（1）f′（x）＝ex
﹣ax﹣l，f″（x）＝ex

﹣a，由题意知，f′（x）≥0恒成立， 

当 a≤0吋，f″（x）＞0，则 f′（x）单调递增，又 f′（0）＝0，则当 x＜0吋，f′（x）＜0， 

f（x）单调递减，即 a≤0不符合题意； 

当 a＞0时，f″（x）＝0．解得 x＝lna．可知，f′（x）在（﹣∞，lna）上单调递减，在（lna．+∞）

上单调递增， 

f′（x）min＝f′（lna）＝a﹣alna﹣l（a＞0）， 

设 g（a）＝a﹣alna﹣l（a＞0），g′（a）＝﹣lna，g（a）在（0，1）上单调递增，在（1，+∞）上单

调递减， 

所以 f′（lna）＝g（a）≤g（l）＝0． 

若 lna＝0，即 a＝1时，f′（x）≥f′（0）＝0，符合題意； 

若 lna≠0，即 a≠1时，f′（lna）＜f′（0）＝0，不符合題意． 

綜上，a＝1． 
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（2）证明：①a＞l时，lna＞0，由（1）知，f′（x）min＝f′（lna）＜0，且 f′（0）＝0， 

当 x∈（﹣∞，0）时，f′（x）＞0，当 x∈（0．lna）时，f′（x）＜0，所以 x1＝0为极大值点， 

由（1）有 ex
≥x+l＞x，则当 x＞1吋，ex

= 𝑒
𝑥

2𝑒
𝑥

2＞
𝑥2

4
， 

所以 f′（x）＞
𝑥2

4
−（a+l）x，所以当 x＞4（a+l）吋，f′（x）＞0， 

当 x∈（lna，x2）时，f′（x）＜0．当 x∈（x2，4（a+1））时，f′（x）＞0．所以 x＝x2为极小值点， 

所以 f（x）有两个极值点， 

因为 f′（x2）＝0，所以 a=
𝑒𝑥2−1

𝑥2
， 

设 h（x）=
𝑒𝑥−1

𝑥
（x＞0），则 h′（x）=

𝑒𝑥(𝑒−𝑥+𝑥−1)

𝑥2
， 

由（1）可知，e﹣x
≥﹣x+l，所以 h′（x）≥0，h（x）单调递增，所以 x2随着 a的增大而增大，且 x2﹣

x1＝x2，所以 x2﹣x1随着 a的增大而增大． 

②由 a=
𝑒𝑥2−1

𝑥2
，可得 f（x2）＝（1−

𝑥2

2
）𝑒𝑥2 −

𝑥2

2
， 

要证𝑓(𝑥2)＜1 +
𝑠𝑖𝑛𝑥2−𝑥2

2
，即证（1−

𝑥2

2
）𝑒𝑥2＜1+

𝑠𝑖𝑛𝑥2

2
， 

即证 2﹣x2−
2+𝑠𝑖𝑛𝑥2

𝑒𝑥2
＜0， 

设φ（x）＝2﹣x−
2+𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑒𝑥
，x＞0， 

φ′（x）=
2+𝑠𝑖𝑛𝑥−𝑐𝑜𝑠𝑥

𝑒𝑥
−1，φ″（x）=

2(𝑐𝑜𝑠𝑥−1)

𝑒𝑥
≤0，． 

所以φ′（x）单调递减，所以 φ′（x）＜φ′（0）＝0， 

所以φ（x）在（0，+∞）上单调递减， 

所以φ（x）＜φ（0）＝0， 

所以命题得证． 

80.【解析】 （1）解：当 𝑎 =
𝑒

2
 时， 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 −

𝑒

2
𝑥2 − 𝑥 − 1 ，   

所以 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 1 ， 𝑓″(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑒 ， 

所以当 𝑥 < 1 时， 𝑓″(𝑥) < 0 ， 𝑓′(𝑥) 在 (−∞, 1) 上单调递减； 

当 𝑥 > 1 时， 𝑓″(𝑥) > 0 ， 𝑓′(𝑥) 在 (1,+∞) 上单调递增， 

因为 𝑓′(0) = 0 ， 𝑓′(1) = −1 ， 𝑓′(2) = 𝑒2 − 2𝑒 − 1 > 0 ， 

所以存在 𝑥0 ∈ (1,2) ，使 𝑓′(𝑥0) = 0 ，所以， 𝑥 ∈ (−∞, 0) 时， 𝑓′(𝑥) > 0 ； 𝑥 ∈ (0, 𝑥0) 时， 𝑓′(𝑥) <
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0 ； 𝑥 ∈ (𝑥0, +∞) 时， 𝑓′(𝑥) > 0 ，所以 0和 𝑥0 是 𝑓(𝑥) 的极值点， 

所以 𝑓(𝑥) 有两个极值点 

（2）解： 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 − 𝑎𝑥2 − 𝑥 − 1 ， 𝑓′(𝑥) = e𝑥 − 2𝑎𝑥 − 1 ，   

设 ℎ(𝑥) = 𝑓′(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2𝑎𝑥 − 1(𝑥 ≥ 0) ，则 ℎ
′
(𝑥) = 𝑒𝑥 − 2𝑎 单调递增， 

又 ℎ
′
(0) = 1 − 2𝑎 ， 

所以当 𝑎 ≤
1

2
 时， ℎ

′
(𝑥) ≥ 0 ， ℎ(𝑥) 在 [0,+∞) 上单调递增， 

所以 ℎ(𝑥) ≥ ℎ(0) = 0 ，即 𝑓′(𝑥) ≥ 0 ， 𝑓(𝑥) 在 [0,+∞) 上单调递增， 

所以 𝑓(𝑥) ≥ 𝑓(0) = 0 ，符合题意. 

当 𝑎 >
1

2
 吋，令 ℎ

′
(𝑥) = 0 ，解得 𝑥 = ln2𝑎 ， 

当 𝑥 ∈ [0, ln2𝑎) 时， ℎ
′
(𝑥) < 0 ， ℎ(𝑥) 在 [0, ln2𝑎) 上单调递减， 𝑓′(𝑥) = ℎ(𝑥) ≤ ℎ(0) = 0 ， 

𝑓(𝑥) 在 (0, ln2𝑎) ）上单调递减， 

所以 𝑥 ∈ (0, ln2𝑎) 时， 𝑓(𝑥) < 𝑓(0) = 0 ，不符合题意， 

所以 a的取值范围是 (−∞,
1

2
] 

（3）证明：由（2）可知 𝑎 =
1

2
 时， 𝑓(𝑥) ≥ 0 ， 𝑥 ∈ [0,+∞) ，即 2𝑒𝑥 − 1 ≥ 𝑥2 + 2𝑥 + 1(𝑥 ≥ 0) ，   

所以 2e𝑛 − 1 ≥ 𝑛2 + 2𝑛 + 1 > 𝑛2 + 2𝑛 ， 
2

2e𝑛−1
<

2

𝑛(𝑛+2)
 ， 

所 以  
2

2𝑒−1
+

2

2𝑒2−1
+⋯+

2

2𝑒𝑛−1
<

2

1×3
+

2

2×4
+⋯+

2

𝑛(𝑛+2)
= 1 −

1

3
+
1

2
−
1

4
+⋯

1

𝑛
−

1

𝑛+2
= 1 +

1

2
−

1

𝑛+1
−

1

𝑛+2
<

3

2
 

 


