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高  三  诊  断  性  练  习 
数学参考答案及评分细则 

评分说明： 
1．本解答给出了一种或几种解法供参考，如果考生的解法与本解答不同，可根据试题

的主要考查内容比照评分标准制定相应的评分细则。 
2．对计算题，当考生的解答在某一步出现错误时，如果后继部分的解答未改变该题的

内容和难度，可视影响的程度决定后继部分的给分，但不得超过该部分正确解答应给分数

的一半；如果后继部分的解答有较严重的错误，就不再给分。 
3．解答右端所注分数，表示考生正确做到这一步应得的累加分数。 
4．只给整数分数。选择题和填空题不给中间分。 

一、选择题：本大题考查基础知识和基本运算。每小题 5 分，满分 40 分。 
1．C 2．D 3．D 4．B 5．A 6．A 7．C 8．C 

二、选择题：本大题考查基础知识和基本运算。每小题 5 分，满分 20 分。全部选对的得 5
分，有选错的得 0分，部分选对的得 2分。 
9．AD 10．BD 11．ABD 12．BCD 

三、填空题：本大题考查基础知识和基本运算。每小题 5 分，满分 20 分。 

13． y x       14．
3

2
      15．

7 3

2


      16． 22

π
9

R ； 2πR  

四、解答题：本大题共 6 小题，共 70 分。解答应写出文字说明、证明过程或演算步骤。 
17．本小题主要考查正弦定理、余弦定理、三角形面积公式及三角恒等变换等基础知识，

考查逻辑推理能力、运算求解能力等，考查化归与转化思想、函数与方程思想等，考

查数学运算、逻辑推理等核心素养，体现基础性和综合性．满分 10 分． 
解法一：选① 0cossin  BaAb ， 

在△ ABC中，由正弦定理得 0cossinsinsin  BAAB ， ································ 2 分 
因为0 πA  ，所以 sin 0A  ， 

所以 sin cos 0B B  ， ············································································ 4 分 
显然 cos 0B  ，所以 tan 1B   ， ······························································· 5 分 

因为0 πB  ，所以
3π

4
B  ． ·································································· 6 分 

因为
2

2

5

3
cos A ， 

又因为 cosy x 在 (0, π) 单调递减，所以
π

4
A  ， ·········································· 8 分 

所以 πA B  ，与△ ABC内角和为 π 矛盾.  

所以，不存在符合题意的△ ABC . ··························································· 10 分 
解法二：选① 0cossin  BaAb ， 

在△ ABC中，由正弦定理得 0cossinsinsin  BAAB ． ································ 2 分 
因为0 πA  ，所以 sin 0A  ， 

所以 0cossin  BB ， ············································································ 4 分 

所以
π

2 sin( ) 0
4

B   ． ·········································································· 5 分 
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因为0 πB  ，所以
π π 5π

4 4 4
B   ，所以

π
π

4
B   ，所以

3π

4
B  ． ··············· 6 分 

因为
5

3
cos A ，得

5

4
sin A ， ·································································· 7 分 

又因为 πA B C   ， 

所以
3π 2 2

sin sin( ) sin( ) ( sin cos ) 0
4 2 10

C A B A A A          ，（*） 

又因为0 πC  ，所以 sin 0C  ，与（*）矛盾，  ········································ 9 分 
所以，不存在符合题意的△ ABC . ·························································· 10 分 

解法三：选① 0cossin  BaAb ， 
在△ ABC中，由正弦定理得 0cossinsinsin  BAAB ． ································ 2 分 
因为0 πA  ，所以 sin 0A  ， 

所以 sin cos 0B B  ， ············································································ 4 分 
显然 cos 0B  ，所以 tan 1B   ， ······························································· 5 分 

因为0 πB  ，所以
3π

4
B  ， ·································································· 6 分 

所以 B A .（*） 

又因为
5

3
cos A ，所以

5

4
sin A ． ···························································· 7 分 

因为
B

b

A

a

sinsin
 ，所以 4

2

25

sin

sin


A

Ba
b ， ··········································· 8 分 

所以 ab  ，所以 AB  ，与（*）矛盾.  ····················································· 9 分 
所以，不存在符合题意的△ ABC . ·························································· 10 分 

解法四：选② 0cos32cos5  CC ， 

由②得 0cos3)1cos2(5 2  CC ， ·························································· 1 分 

所以 05cos3cos52 2  CC ，  

解得
5

5
cos C 或

5
cos 1

2
C     （舍去）． ·············································· 2 分 

在△ ABC中，0 πC  ，所以
2 5

sin
5

C  ． ·············································· 3 分 

又因为
5

3
cos A ，0 πA  ，所以

5

4
sin A ． ············································· 4 分 

由
C

c

A

a

sinsin
 ，得

sin
2 5

sin

a C
c

A
  ． ······················································ 6 分 

又因为 πA B C   ， 

所以
2 5

sin sin( ) sin cos cos sin
5

B A C A C A C     ． ·································· 8 分 

所以△ ABC的面积
1 1 2 5

sin 4 2 5 8
2 2 5

S ac B      . ······························· 10 分 

解法五：选③ sin sin 2sinB C A   
在△ ABC中，由正弦定理得 2b c a  ． ····················································· 2 分 
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因为 4a  ，所以 8 cb ． ····································································· 3 分 

在△ ABC中， Abccba cos2222  ， ······················································ 5 分 

因为
5

3
cos A ，所以 bccb

5

6
16 22  ，  

所以 16
5

16
)( 2  bccb ，所以 15bc ． ····················································· 7 分 

因为
5

3
cos A ，且0 πA  ，则

5

4
sin A ． ················································ 8 分 

所以△ ABC的面积
1 1 4

sin 15 6
2 2 5

S bc A     . ········································· 10 分 

18．本小题主要考查等差数列、等比数列、递推数列及数列求和等基础知识，考查运算求

解能力、逻辑推理能力和创新能力等，考查化归与转化思想、分类与整合思想、函数

与方程思想等，考查逻辑推理、数学运算等核心素养，体现基础性和创新性．满分 12
分． 

解法一：（1）由 nnn aSS 211  ， 

得 121  nnn aSS ，则 121  nn aa ， ····················································· 2 分 

所以 )1(211  nn aa ． ·········································································· 3 分 

①当 011 a 时， 1na 不是等比数列，符合题意； ···································· 4 分 

②当 1 1 0a   时， 0)1(2)1(2)1(21 1
1

2
2

1  
 aaaa n

nnn ， 

所以 2
1

11 



n

n

a

a
，所以 1na 是首项为 1 1a  ，公比为 2的等比数列，与已知矛盾. 

  ···································································································· 5 分 
综上， 011 a ，从而 01na ，即 1na . ·············································· 6 分 

（2）因为 11 a ，则 211 a ，由（1）知 1na 是首项为 1 1a  ，公比为 2的等比数列， 

n
na 21 ，所以 12  n

na .···································································· 7 分 

设插入的所有数构成数列 nc ，则 12  ncn ， ············································ 8 分 

因为 368321  ， 5045936  ， 

4598321  ， 50551045  ， 

所以， 5021 ,,, bbb  中包含 na 的前 9 项及 nc 的前 41 项， ······························ 9 分 

所以 )()( 412192150 cccaaaT    ·········································· 10 分 

       2
2

4041
141)12()12()12( 92 


    

     2694168111216819
21

)21(2 10
9





 ． ·································· 12 分 

解法二：（1）由 nnn aSS 211    ①, 

2n 时， 11 21   nnn aSS    ②, 

①-②得， 11 22   nnnn aaaa ， ····························································· 1 分 

所以 11 22   nnnn aaaa ， ···································································· 2 分 

所以  *
1 2 12 2 2, Nn na a a a n n      ． 
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O

F

P

E
D

CB

A

当 1n 时， 112 21 aSS  ，得 2 12 1a a  ，所以  *
1 2 1 Nn na a n    ， ·········· 3 分 

所以   2
1 1 11 2 1 2 ( 1) 2 ( 1)n

n n na a a a            ， 

因为 1na 不是等比数列，所以 011 a ， ················································ 4 分 

事实上，若 1 1 0a   ，则 1 0na   ，从而 1 1
2

1
n

n

a

a
 




， 

此时 1na 是首项为 1 1a  ，公比为 2的等比数列，与已知矛盾.  ···················· 5 分 

所以 01na ，即 1na . ······································································ 6 分 

（2）同解法一. ······················································································· 12 分 
解法三：（1）由 nnn aSS 211    ①， 

2n 时， 11 21   nnn aSS    ②， 

①-②得， 11 22   nnnn aaaa ， ····························································· 1 分 

所以 )(2 11   nnnn aaaa ， ···································································· 2 分 

则 )(2)(2 12
1

11 aaaaaa n
nnnn  
 ，  

所以 )()()( 123121  nnn aaaaaaaa  

      )2221)(( 22
121

 naaa  

21
1

12
1

121 22)()12)(( aaaaaaa nn   , ·································· 3 分 

所以 122)(1 21
1

12   aaaaa n
n ． 

当 1n 时， 112 21 aSS  ，得 12 12  aa ， ·············································· 4 分 

所以 1
1 2)1(1  n

n aa ， 

若 011 a ,则 2
1

11 



n

n

a

a
， 

此时 1na 是首项为 1 1a  ，公比为 2的等比数列，与已知矛盾.  ···················· 5 分 

所以 011 a ，则 01na ，即 1na . ···················································· 6 分 

（2）同解法一. ······················································································· 12 分 
19．本小题主要考查直线与直线、直线与平面、平面与平面的位置关系，直线与平面所成

角等基础知识；考查空间想象能力，逻辑推理能力，运算求解能力等；考查化归与转

化思想，数形结合思想，函数与方程思想等；考查直观想象，逻辑推理，数学运算等

核心素养；体现基础性和综合性．满分 12 分．  
解法一：（1）如图，过点 E作 EF ∥ AB，交 BC于点 F ， 

连结 AF 交 BE 于点O，连结 PO， PF . ····················································· 1 分 
因为底面 ABCD为矩形，且 AEAB  ， 

所以四边形 ABFE为正方形. 

所以 BEAF  ， BFAB  . ························· 2 分 
又因为 PBCPBA  ， PBPB  ， 

所以 PBA PBF△ ≌△ ，所以 PFPA  ． 

因为O为 AF 的中点，所以 AFPO  . ··········· 4 分 
因为 OBEPO  ， ,PO BE 平面 PBE， 

所以 AF 平面 PBE， ········································· 5 分 
因为 AF 平面 ABCD，所以平面 PBE 平面 ABCD . ··································· 6 分 
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z

y

x

O

F

P

E
D

CB

A

z

y
x

O

F

P

E
D

CB

A

（2）设 1DE ，则 2 AEABPB ． 

因为 60PBA ，所以 PAB 为等边三角形，所以 2PA ． 

在正方形 ABFE 中， 2 2AF BE  ， 2AO BO  , 

在Rt POA△ 中， 2 2 2 2PO PA OA   ，所以 2PO . 

所以 2 2 2PO OB PB  ，所以 90POB ，所以 BEPO  ． 

因为平面 PBE 平面 ABCD，且平面 PBE 平面 ABCD BE ， PO 平面 PBE， 

所以 PO 平面 ABCD . ··········································································· 7 分 

以O为原点，分别以 AB， BC，OP为 x轴， y轴， z轴的正方向建立如图所示的空

间直角坐标系.  ····················································································· 8 分 

则 )0,1,1( B ， )2,0,0(P ， )0,2,1(C ， )0,2,1(D ， 

所以 )2,1,1(BP ， )2,2,1( DP ， )2,2,1( PC . ································· 9 分 

设平面 BPD的法向量为 ( , , )x y zn ， 

则
0,

0,

BP

DP

  


 




n

n
即

2 0,

2 2 0.

x y z

x y z

   


  
 

取
2

(3,2, )
2

n ， ···························· 10 分 

设直线 PC与平面 PBD所成角为 ，则 

6 2 42
sin cos ,

2127
7

2

PC
PC

PC



     

 





n

n
n

. 

所以，直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
. ································· 12 分 

解法二：（1）同解法一； 
（2）设 1DE ，则 2 AEABPB ， 

因为 60PBA ，所以 PAB 为等边三角形，所以 2PA ， 

在正方形 ABFE 中， 2 2AF BE  ， 2AO BO  , 

在Rt POA△ 中， 2 2 2 2PO PA OA   ，所以 2PO . 

所以 2 2 2PO OB PB  ，所以 90POB ，所以 BEPO  ， 

又由（1）知， BEAF  ， AFPO  ， 

以O为原点，分别以OB，OF ，OP为 x轴， y轴， z轴的正方向建立如图所示的空

间直角坐标系.  ······················································································ 8 分 

则 )0,0,2(B ， )2,0,0(P ， )0,
2

23
,

2

2
(C ， )0,

2

2
,

2

23
(D ， 

所以 )2,0,2(BP ， )2,
2

2
,

2

23
( DP ， )2,

2

23
,

2

2
( PC . ··········· 9 分 

设平面 BPD的法向量为 ( , , )x y zn ， 
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G

M

H

O

F

P

E
D

CB

A

则
0,

0,

BP

DP

  


 




n

n
即

0,

3 2 0,

x z

x y z

  
   

取 (1,5,1)n ． ··········································· 10 分 

设直线 PC与平面 PBD所成角为 ，则 

6 2 2 42
sin cos ,

213 3 7

PC
PC

PC



     







n

n
n

. 

所以，直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
. ································· 12 分 

解法三：（1）如图，过点 P作 PO 平面 ABCD，垂足为O，过点O分别 

作 ABOG  ， BCOH  ，垂足分别为G ，H ，连结 PG ， PH . ····················· 1 分 
则 PO AB，因为 OPOOG  ， ,PO OG 平面 POG，所以 AB 平面 POG， 

所以 PGAB  ．同理， PHBC  ． ···················· 3 分 
因为 PBCPBA  ， PBPB  ，所以 PBG PBH△ ≌△ ， 

所以 BHBG  ． ············································· 4 分 
连结OB，所以 OBG OBH△ ≌△ ， 

所以 OBG OBH   ，所以点O在 ABC 的平分线上， 

因为 AEAB  且底面 ABCD为矩形， 

所以 BE 为 ABC 的平分线，所以 , ,B O E三点共线.  ····································· 5 分 
所以 PO 平面 PBE，所以平面 PBE 平面 ABCD . ······································ 6 分 

（2）设 1DE ，则 2 AEABPB ， 

因为 60PBA ，所以 PAB△ 为等边三角形，所以 2PA ， 

由（1）知， PGAB  ，所以G 为 AB中点. 

因为在矩形 ABCD中， ABOG  ， AD AB ，所以OG AD∥ ，所以O为 BE 中点. 

在正方形 ABFE 中， 2 2AF BE  ， 2AO BO  , 

在Rt POB△ 中， 2 2 2 2PO PB OB   ，所以 2PO . 

过O作OM AD 于M ，连接OD，则
1 1 1

1, 1
2 2 2

OM AB ME AE AB     ， 

2MD ME ED   ，在Rt OMD△ 中， 2 2 5OD OM MD   ． 

在Rt POD△ 中， 2 2 7PD PO OD   ， 

连接OC ，同理可得 7PC  ． 

在Rt BCD△ 中， 2 2 13BD BC CD   ， ················································ 7 分 

在△ PBD中，
91

8

2
cos

222






BDPD

PBBDPD
PDB ， 

所以
91

33
sin PDB ，所以

1 3 3
sin

2 2PDBS PD DB PDB      ． ····················· 9 分 

设C到平面 PBD的距离为 h， 

由 BCDPPBDC VV   ，得 hSPOS PDBBCD   3

1

3

1
，解得

3

62
h ． ·················· 11 分 
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设直线 PC与平面 PBD所成角为 ，则 .
21

422

7
3

62

sin 
PC

h  

所以，直线 PC与平面 PBD所成角的正弦值为
2 42

21
. ································· 12 分 

20．本小题主要考查回归分析等基础知识；考查数学建模能力，运算求解能力，逻辑推理

能力，创新能力以及理解和表达能力等；考查统计与概率思想，函数与方程思想等；

考查数学抽象，数学建模，数据分析和数学运算等核心素养；体现综合性，应用性和

创新性．满分 12 分． 

解：（1）因为
30 16 30

1 1 17

= + =9434i i i i i i
i i i

x y x y x y
  
   ，

30 16 30
2 2 2

1 1 17

= + =6840i i i
i i i

x x x
  
   ， 

7

16

1

30

1

1
= 14.2

30 i
i

i
i

x x x
 

   
 
  ，

7

16

1

3

1

0

24.4
1

=
30 i

i i
iy y y

 

   
 
  ， ······························ 2 分 

所以

  

 
1 1

2
2 2 2

1 1

 
9434 30 14.2 24.4ˆ = = 1.214

6840 30 14.2

n n

i i i i
i i

n n

i i
i i

x x y y x y nx y
b

x x x nx

 

 

  
  

  
  

 

 
， ······· 4 分 

所以 ˆˆ =24.4+1.214 14.2 41.64a y bx    ， 

ˆˆ 41.64, 1.21a b   . ················································································· 5 分 

（2）由（1）知 ˆˆ 41.64, 1.21a b   ，所以 1L 的方程为 1.21 41.64  y x . 

联立
1.21 41.64

0.02 14.64,

  
  

y x

y x

，
 ·········································································· 7 分 

解得 21.95x ， ····················································································· 8 分 

所以首次用药时的白细胞浓度为 2195 个 3/mm 时，最终用药剂量最少.  ············· 9 分 

（3）本题结论开放，只要考生能从统计学的角度作出合理的分析即可．如：①一次取

样未必能客观反映总体；②样本容量过小也可能影响估计的准确性；③忽略异常点的

影响也可能导致估计失真；④模型选择不恰当，模型的拟合效果不好，也将导致估计

失真；⑤样本不具代表性，也会对估计产生影响．等等． ····························· 12 分 
21．本小题主要考查导数，函数的单调性、极值，不等式等基础知识；考查逻辑推理能力，

直观想象能力，运算求解能力和创新能力等；考查函数与方程思想，化归与转化思想，

数形结合思想，分类与整合思想等；考查逻辑推理，直观想象，数学运算等核心素养；

体现综合性和创新性．满分 12 分． 
解法一： 

（1）依题意  f x 的定义域为R，    ' 2 e 2xf x x     ，    '' 1 e xf x x   ， ····· 1 分 

当  1,x   时，  '' 0f x  ，所以  'f x 在  1,  单调递增， 

当  , 1x   时，  '' 0f x  ，所以  'f x 在  , 1  单调递减． ························· 2 分 

又因为  ' 1 2 e < 0f    ，  ' 0 0f  ，  ' 2 2 0f    ， 

所以  'f x 在  , 1  恰有1个零点 0x ，在  1,  恰有1个零点0 ， ···················· 4 分 

且当  0,x x  时，  ' 0f x  ，当  0 ,0x x 时，  ' 0f x  ，当  0,x  时，  ' 0f x  ， 
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所以  f x 在  0, x 单调递增，在  0 ,0x 单调递减，在  0, 单调递增， 

所以  f x 恰有一个极大值点 0x 和一个极小值点0 ， 

即  f x 恰有两个极值点； ·········································································· 5 分 

（2）由   2 3f x ax  得，   23 e 2 3xx ax x    ，即  2 2 3 e 3xax x x    ， 

设    2 2 3 e 3xg x ax x x     ． 

①当
1

2
a  时，因为 2e 0xx  ， 

所以      2 21
e 3 2 e 3 e 3 2 e 3

2
x x x xg x ax x x x x x          ． ························ 6 分 

设   21
2 3 e 3

2
xh x x x x

      
 

，则   21
' 1 e 1

2
xh x x x

     
 

，   21
'' e 0

2
xh x x  ， 

所以  'h x 在  ,  单调递增．又因为  ' 0 0h  ， 

所以当  0,x  时，  ' 0h x  ，所以  h x 在  0, 单调递增， 

当  ,0x  时，  ' 0h x  ，所以  h x 在  ,0 单调递减， 

所以    0 0h x h  ，所以   0g x  ，即   2 3f x ax  ，符合题意； ··················· 8 分 

②当
1

0
2

a  时，则     2' 2 1 1 e 1xg x ax a x     ， 

    2'' 2 2 1 2 1 exg x ax a x a     ． ·························································· 10 分 

设    2 2 2 1 2 1x ax a x a      ， 

      2
4 2 1 4 2 1 4 2 1 1 0a a a a a         ， 

所以  x 恰有两个零点 1 2,x x ，且 1 2

2 1
0

a
x x

a


  ， 

所以 1 20x x  ，且当  20,x x 时，   0x  ． 

所以当  20,x x 时，  '' 0g x  ，所以  'g x 在  20, x 单调递减，    ' ' 0 0g x g  ， 

所以  g x 在  20, x 单调递减， 

所以当  20,x x 时，    0 0g x g  ， 

即   2 3f x ax  ，与   2 3f x ax  矛盾，不合题意； ···································· 11 分 

③当 0a  时，    3 2 e 3xg x x x    ， 

所以  1 e 4 0g    ，即  1 3f a  与  1 3f a  矛盾，不符合题意；  

综上， a的取值范围为
1

,
2
  

． ······························································· 12 分 

解法二： 
（1）同解法一；······················································································· 5 分 

（2）设      2 23 3 e 2 3xg x f x ax x ax x        ，则   0g x  ， 

   ' 2 e 2 2xg x x ax     ，    '' 1 e 2xg x x a   ，  ''' e xg x x   ． ················ 6 分 

所以当  0,x  时，  ''' 0g x  ，所以  ''g x 在  0, 单调递减， 
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当  ,0x  时，  ''' 0g x  ，所以  ''g x 在  ,0 单调递增， 

所以    '' '' 0 1 2g x g a   ． ········································································ 7 分 

①当
1

2
a  时，因为  '' 1 2 0g x a   ，所以  'g x 单调递减，又因为  ' 0 0g  ， 

所以当  0,x  时，  ' 0g x  ，所以  g x 在  0, 单调递减， 

当  ,0x  时，  ' 0g x  ，所以  g x 在  ,0 单调递增， 

所以    0 0g x g  ，即   2 3f x ax  ，符合题意； ······································· 9 分 

②当
1

0
2

a  时，  '' 1 2 0g a    ，  '' 0 1 2 0g a   ， 

所以    '' 0 '' 1 0g g   ，又因为  ''g x 在  ,0 单调递增， 

所以  ''g x 在  ,0 恰有一个零点 1x ，且当  1,0x x 时，  '' 0g x  ， 

所以  'g x 在  1,0x 单调递增， 

所以当  1,0x x 时，    ' ' 0 0g x g  ，所以  g x 在  1,0x 单调递减， 

所以当  1,0x x 时，    0 0g x g  ，与   0g x  矛盾，不符合题意； ·············· 11 分 

③当 0a  时，当  0,x  时，    '' 1 e 2 0xg x x a    ， 

所以  'g x 在  0, 单调递增，所以    ' ' 0 0g x g  ， 

所以  g x 在  0, 单调递增，所以    0 0g x g  ，与   0g x  矛盾，不符合题意； 

综上， a的取值范围为
1

,
2
  

． ······························································· 12 分 

解法三： 
（1）同解法一；······················································································· 5 分 

（2）设      2 23 3 e 2 3xg x f x ax x ax x        ，则   0g x  ， 

   ' 2 e 2 2xg x x ax     ，    '' 1 e 2xg x x a   ，  ''' e xg x x   ． 

所以当  0,x  时，  ''' 0g x  ，所以  ''g x 在  0, 单调递减， 

当  ,0x  时，  ''' 0g x  ，所以  ''g x 在  ,0 单调递增， 

所以    '' '' 0 1 2g x g a   ． ········································································ 7 分 

①当
1

2
a  时，因为  '' 1 2 0g x a   ，所以  'g x 单调递减，又因为  ' 0 0g  ， 

所以当  0,x  时，  ' 0g x  ，所以  g x 在  0, 单调递减， 

当  ,0x  时，  ' 0g x  ，所以  g x 在  ,0 单调递增， 

所以    0 0g x g  ，即   2 3f x ax  ，符合题意； ······································· 9 分 

②当
1

0
2

a  时，设    2e 1xh x x x   ，则  ' e 2xh x x  ，  '' e 2 e 2 0xh x      ， 

所以  'h x 在  1, 单调递增，所以    ' ' 1 e 2 0h x h    ， 

所以  h x 在  1, 单调递增，所以    1 e 1 0h x h    ， 

所以当
1

2b
a

  时， 2eb b ，所以   2

1 2
'' 2 2 0

b
g b a a

b b


     ． 
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因为  '' 0 1 2 0g a   ，所以    '' 0 '' 0g g b  ，又因为  ''g x 在  0, 单调递减， 

所以  ''g x 在  0, 恰有一个零点 1x ，且当  10,x x 时，  '' 0g x  ， 

所以  'g x 在  10, x 单调递增， 

所以当  10,x x 时，    ' ' 0 0g x g  ，所以  g x 在  10, x 单调递增， 

所以当  10,x x 时，    0 0g x g  ，与   0g x  矛盾，不符合题意； ·············· 11 分 

③当 0a  时，    3 e 2 3xg x x x    ， 

所以   22 5e 1 0g    ，与   0g x  矛盾，不符合题意； 

综上， a的取值范围为
1

,
2
  

． ······························································· 12 分 

解法四： 
（1）同解法一；······················································································· 5 分 

（2）设      2 23 3 e 2 3xg x f x ax x ax x        ，则   0g x  ． 

又因为  0 0g  ，所以0 是  g x 的一个极大值点． 

又    ' 2 e 2 2xg x x ax     ， 

所以存在 0  ，使得当  ,0x   时  ' 0g x  ，即
 2 e 2

2
xx

a
x

  
 ， 

且当  0,x  时  ' 0g x  ，即
 2 e 2

2
xx

a
x

  
 ． ········································ 7 分 

设    2 e 2xx
h x

x

  
 ，则  

 2

2

2 2 e 2
'

xx x
h x

x

  
 ． 

设    2 2 2 e 2xx x x     ，则   2' e 0xx x    ， 

所以，  x 在  ,  单调递减， 

所以，当  ,0x   时，    0 0x   ，  ' 0h x  ，  h x 在  ,0 单调递增， 

当  0,x  时，    0 0x   ，  ' 0h x  ，  h x 在  0,x  单调递减， ············ 8 分 

所以
 

0

2 e 2
2 lim

x

x

x
a

x





  
 ．设    2 e 2xu x x     ，则  0 0u  ， 

   ' 1 e xu x x   ，  ' 0 1u  ． 

所以
         

0 0 0

2 e 2 2 e 2 0 0
lim lim lim ' 0 1

0 0

x x

x x x

x x u x u
u

x x x

 

  

       
   

 
， 

所以 2 1a  ，即
1

2
a  ． ············································································ 10 分 

另一方面，当
1

2
a  时，      2 21

3 e 2 3 3 e 2 3
2

x xg x x ax x x x x           ． 

设     21
3 e 2 3

2
xm x x x x     ，则    ' 2 e 2xm x x x     ， 

当    '' 1 e 1xm x x    ，  ''' e xm x x   ． 

所以当  0,x  时，  ''' 0m x  ，所以  '''m x 在  0, 单调递减， 
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当  ,0x  时，  ''' 0m x  ，所以  ''m x 在  ,0 单调递增， 

所以    '' '' 0 0m x m  ，所以  'm x 单调递减．又因为  ' 0 0m  ， 

所以当  0,x  时，  ' 0m x  ，所以  m x 在  0, 单调递减， 

当  ,0x  时，  ' 0m x  ，所以  m x 在  ,0 单调递增， 

所以    0 0m x m  ，所以   2 3f x ax  ，符合题意． 

综上， a的取值范围为
1

,
2
  

． ································································ 12 分 

22．本小题主要考查椭圆的标准方程及简单几何性质，直线与圆、椭圆的位置关系，平面

向量等基础知识；考查运算求解能力，逻辑推理能力，直观想象能力和创新能力等；

考查数形结合思想，函数与方程思想，化归与转化思想等；考查直观想象，逻辑推理，

数学运算等核心素养；体现基础性，综合性与创新性．满分 12 分． 
解法一：（1）因为直线 : 1l x  与C的两个交点和 ,O B构成的四边形是菱形， 

所以 l垂直平分OB，所以  2,0B ， 2a  ． ················································ 1 分 

设  01,D y 为直线 l与C的一个交点，则菱形的面积为 0 0

1
2 2 2

2
y y   ． ········ 2 分 

因为菱形的面积为 6 ，所以 02 6y  ，解得 0

6

2
y   ，即

6
1,

2
D
 

  
 

． ······· 3 分 

将点
6

1,
2

D
 

  
 

代入
2 2

2 2
1

x y

a b
  ，得 2 2

1 3
1

2a b
  ，又 2 4a  ，所以 2 2b  ． ······ 4 分 

所以C的方程为
2 2

1
4 2

x y
  ． ·································································· 5 分 

 （2）由题意，得OB为圆 E的一条弦，且直线 1x  垂直平分该弦， 

故直线 1x  经过圆心 E，所以MN 为圆 E的直径，因此 90MON  ，即 0OM ON 
 

． 

设  1, MM y ，  1, NN y ，则 1M Ny y   ． ···················································· 6 分 

注意到 ,
3 3

NM
AM AN

yy
k k  ，则

1

9 9
M N

AM AN

y y
k k    ． 

又因为 AM APk k ， AN AQk k ，所以
1

9AP AQk k   ． ········································ 7 分 

设直线 PQ的方程为  2x my t t    ，  1 1,P x y ，  2 2,Q x y ． 

由 2 2

,

1
4 2

x my t

x y

 



 

得，  2 2 22 2 4 0m y mty t     ． 

    2 2 2 2 2 24 4 2 4 8 2 4 0m t m t m t         ，（*）  

1 2 2

2

2

mt
y y

m
  


，

2

1 2 2

4

2

t
y y

m





．  ① ···················································· 8 分 

因为
1

1 2AP

y
k

x


 ，
2

2 2AQ

y
k

x


 ，故
1 2

1 2

1

2 2 9

y y

x x
  

  ， 
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即   
1 2

1 2

1

2 2 9

y y

my t my t
 

    ． 

即     
1 2

22
1 2 1 2

1

92 2

y y

m y y m t y y t
 

     ． 

将①代入上式得        
2

22 2 2 2

4 1

94 2 2 2 2

t

m t m t t t m


 

     
， ····················· 9 分 

化简得  
2 1

2 2 9

t

t


 

 ，解得
14

11
t  ，满足（*）． 

所以直线 PQ的方程为
14

11
x my  ， 

故直线 PQ过定点
14

,0
11

G
 
 
 

． ································································· 10 分 

由
1

3
AS SP
 

，
1

3
AT TQ
 

，所以 ST PQ∥ ， 

所以直线 ST 也过定点H ，且
1

3
AH HG
 

，解得
13

,0
11

H
  
 

． ······················· 11 分 

注意到O位于线段GH 上，故O到直线 ST 的距离与O到直线 PQ的距离之和等于 

两平行直线 ST ， PQ之间的距离 d ，且
27

11
d≤ ． 

当 ST ， PQ垂直于 x轴时，点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和为
27

11
， 

所以点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和的最大值是
27

11
． ·························· 12 分 

 解法二：（1）同解法一． ········································································ 5 分 

（2）由（1）可得  2,0A  ，设直线 AM 的方程为  1 2y k x  ，则  11,3M k . 

另设直线 AN 的方程为  2 2y k x  ，则  21,3N k ． 

 由题意，得OB为圆 E的一条弦，且直线 1x  垂直平分该弦， 

故直线 1x  经过圆心 E，所以MN 为圆 E的直径，因此 90MON  ，即 0OM ON 
 

． 

所以 1 21 3 3 0k k   ，即 1 2

1

9
k k   ． ·························································· 6 分 

由

 1

2 2

2 ,

1
4 2

y k x

x y

 



 


得    2 2
1 12 2 1 4 2 0x k x k       ， ··································· 7 分 

所以
2

1
2

1

4 2

2 1P

k
x

k


 


． 

将
2

1
2

1

4 2

2 1P

k
x

k


 


代入  1 2y k x  ，得

1
2

1

4

2 1P

k
y

k



，即

2
1 1

2 2
1 1

4 2 4
,

2 1 2 1

k k
P

k k

 
   

． 8 分 

同理可得
2

2 2
2 2

2 2

4 2 4
,

2 1 2 1

k k
Q

k k

 
   

． 
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当 1 2 0k k  时， 

直线 PQ的斜率为
  
    

2 1
2 2

1 2 1 22 1 1 2
2 2

2 1 1 2 1 2 1 2
2 2

2 1

4 4
8 42 1 2 1 2 1

4 2 4 2 8 2

2 1 2 1

PQ

k k
k k k kk k k k

k
k k k k k k k k

k k


   

  
    

 
 

， 

所以直线 PQ的方程为  
2

1 1 2 1
2 2

1 1 2 1

4 2 1 4 2

2 1 2 2 1

k k k k
y x

k k k k

  
      

， ························· 9 分 

即            2 2 2
1 2 1 1 1 2 1 2 1 1 2 12 2 1 8 2 1 2 1 2 1 4 2y k k k k k k k k k x k k k          ①． 

将 1 2

1

9
k k   代入①，得  1 2

11 14

18 11
y x

k k
      

，所以直线 PQ过定点
14

,0
11

G
 
 
 

． 

当 1 2 0k k  时，直线 PQ的方程为
14

11
x  ，也过点

14
,0

11
G
 
 
 

． 

因此直线 PQ始终过定点
14

,0
11

G
 
 
 

． ························································ 10 分 

设直线 ST 与 x轴交于点  ,0HH x ． 

因为
1 1

,
3 3

AS SP AT TQ 
   

，所以 ST PQ∥ ，且
1

3
AH HG
 

， 

所以
1 14

2
3 11H Hx x
    
 

，解得
13

11Hx   ，即直线 ST 过定点
13

,0
11

H
  
 

． ······ 11 分 

设直线 PQ的方程为
14

11
x ty  ，即11 11 14 0x ty   ． 

所以点O到直线 PQ的距离为 1 2

14

11 1
d

t



． 

同理可得点O到直线 ST 的距离为 2 2

13

11 1
d

t



． 

所以 1 2 2

27 27

1111 1
d d

t
  


，当且仅当 0t  ，即 PQ垂直于 x轴时等号成立． 

故点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
. ······························· 12 分 

 解法三：（1）同解法一． ·············································································· 5 分 

（2）设  1, MM y ，  1, NN y ． 

由已知得 E在直线 1x  上，设  1,E s ，则圆 E的方程为    2 2 21 1x y s s     . 

令 1x  ，得 2 2 1 0y sy   ，由韦达定理，得 1M Ny y   . 

由（1）可得  2,0A  ， 

所以直线 AM 的方程为  2
3
Myy x  ，直线 AN 的方程为  2

3
Nyy x  ． 
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由

 
2 2

2 ,
3

1
4 2

Myy x

x y

  

  

整理，得  2 2 2 22 9 8 8 36 0M M My x y x y     ， ······················ 7 分 

所以
2

2

8 36
2

2 9
M

P
M

y
x

y


 


，则

2

2

4 18

2 9
M

P
M

y
x

y


 


． 

将
2

2

4 18

2 9
M

P
M

y
x

y


 


代入  2

3
Myy x  ，得 2

12

2 9
M

P
M

y
y

y


 ， 

即
2

2 2

4 18 12
,

2 9 2 9
M M

M M

y y
P

y y

 
   

． ··································································· 12 分 

同理可得
2

2 2

4 18 12
,

2 9 2 9
N N

N N

y y
Q

y y

 
   

． 

当 0M Ny y  时， 

直线 PQ的斜率为    
2 2

22

2 2

1212

2 9 2 9 2 9 11

6 64 184 18

2 9 2 9

NM

M N M N
PQ

M N M NNM

M N

yy

y y y y
k

y y y yyy

y y


  

   
  

     

． 

所以直线 PQ的方程为  
2

2 2

12 4 1811

2 9 6 2 9
M M

M M N M

y y
y x

y y y y

 
       

， ·················· 9 分 

即  
2

2 2

4 18 1211
,

6 2 9 2 9
M M

M N M M

y y
y x

y y y y

 
       

 

即
 

 2

2 2

64 18 1211

6 2 9 2 9 11
M NM M

M N M M

y yy y
y x

y y y y

 
     

   
， 

即  
11 14

6 11M N

y x
y y

      
．所以直线 PQ过定点

14
,0

11
G
 
 
 

． 

当 0M Ny y  时，直线 PQ的方程为
14

11
x  ，也过点

14
,0

11
G
 
 
 

． 

因此直线 PQ始终过定点
14

,0
11

G
 
 
 

． ························································ 10 分 

设直线 ST 与 x轴交于点  ,0HH x ． 

因为
1 1

,
3 3

AS SP AT TQ 
   

，所以 ST PQ∥ ，且
1

3
AH HG
 

， 

所以
1 14

2
3 11H Hx x
    
 

，解得
13

11Hx   ，即直线 ST 过定点
13

,0
11

H
  
 

． ······ 11 分 

设直线 PQ的方程为
14

11
x ty  ，即11 11 14 0x ty   ． 

所以点O到直线 PQ的距离为 1 2

14

11 1
d

t



． 
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同理可得点O到直线 ST 的距离为 2 2

13

11 1
d

t



． 

所以 1 2 2

27 27

1111 1
d d

t
  


，当且仅当 0t  ，即 PQ垂直于 x轴时等号成立． 

故点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和的最大值为
27

11
. ······························· 12 分 

解法四：（1）同解法一． ···················································································· 5 分 
（2）因为OB为圆 E的一条弦，且直线 1x  垂直平分该弦，故直线 1x  经过圆心 E， 

故MN 为圆 E的直径，所以 90MON  ，即 0OM ON 
 

． 

设  1, MM y ，  1, NN y ，则 1M Ny y   ， ···················································· 6 分 

注意到 ,
3 3

NM
AM AN

yy
k k  ，则

1

9 9
M N

AM AN

y y
k k    ，即

1

9AP AQk k   ． ········ 7 分 

显然 ,AP AQk k 都不为零，设 1

1

AP

t
k

 ， 2

1

AQ

t
k

 ，则 1 2 9t t   ． 

设直线 AP的方程为 1 2x t y  ，直线 AQ的方程为 2 2x t y  ， 

得到直线 AP与直线 AQ的直线系方程为    1 22 2 0t y x t y x           ， ········· 8 分 

即     22
1 29 2 2 0y t t x y x       （*）． 

将（*）与椭圆  2 21
: 4

2
C y x  联立得       22

1 2

9
4 2 2 0

2
x t t x y x        ．① 

  ········································································································· 9 分 

其中 , ,A P Q三点的坐标符合方程①． 

若 2 0x   ，即 2x   ，则方程①可化为    1 2

9
2 2 0

2
x t t y x       ．② 

其中 ,P Q两点的坐标符合方程②，又注意到②为二元一次方程， 

故②即为 ,P Q所在直线方程，整理得直线 PQ的方程为  1 2

11
7 0

2
x t t y    ． 

所以无论 1 2t t 为何值，直线 PQ都经过点
14

,0
11

G
 
 
 

． ·································· 10 分 

由题意得，
1

4
AS AP
 

，
1

4
AT AQ
 

，所以 ST PQ∥ ， 

所以直线 ST 也过定点H ，且
1

4
AH AG
 

，解得
13

,0
11

H
  
 

． ······················· 11 分 

注意到O位于线段GH 上，故O到直线 ST 的距离与O到直线 PQ的距离之和等于 

两平行直线 ST ， PQ之间的距离 d ，且
27

11
d≤ ． 

当 ST ， PQ垂直于 x轴时，点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和为
27

11
， 

所以点O到直线 ST 和直线 PQ的距离之和的最大值是
27

11
． ·························· 12 分 


