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2021 中科大创新班数学试题解析

一、填空题

1. 设 Ra ，关于 x 的方程 0)504( 224  axax 有四个实数解且成等差数列，则

a .

解析：设四个实数解为 ， ， ， ，且 ，

则有 ， ， ，

可知 ，有 ， ，可得 ，

所以 .

2. 棱长为 1的正方体 1111 DCBAABCD  中， 11DACB 与 11CBDA 公共部分的体积

为 .

解析：易知公共部分为正方体六个面中心所围成的几何体，如下图所示：

可知 .

3. 若直线 1
b
y

a
x

（ 0a ， 0b ）与曲线
x

y 4
 相切，则 ba  的最小值为 .

解析：当相切时，有 ，可得 ，

所以 ，当且仅当 ， 取等号.
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4. 若 163 222222  yzyzxzzxyx ，则  yzxzxy 32 .

解析： ， ， 应该是正数，构造如下边长为 的等边 ，满足 ， ，

， ， ， ，

则可知 .

5. 一小球在0，1， 2，…， n这 1n 个位置移动，小球向前向后移动一个单位的概率都

为
2
1
.若在 0处，则小球只能向前移动，若初始位置在0处，则首次移动到 n的步数的期望

为 .

解析：设首次从 到 的步数期望为 ，则有 ，

所以 ，可得 ，

又小球在 处，只能向前移动到 ，则有 ，

所以 ，又有 ，则 .

二、在 ABC 中，证明： 2cos3coscos
2
3

 CBA .

证法一：

，其中 ；
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证法二：由嵌入不等式有 ，

令 ， ， ，则有 ， ， ，

所以 .

三、对 R,  yx ，有 )
2
π()(cos)()( xfyfyxfyxf  ，求 )(xf 解析式.

解析：取 ， ，有 ，

取 ，则有 ，

（Ⅰ）若 ，对任意 均成立，可得 ，符合；

（Ⅱ）若 不恒为 ，有 ，

取 ，有 ，对任意 均成立，可得 ；

综上可知 或 .

四、已知 1)(0 xg ， xxg )(1 ，
)(
2)]([)(

2

12
1

xg
xgxg
n

n
n

n



 

 ，证明 )(xgn 为 n次整系数多

项式，并求 0)( xgn 的所有根.

解析：由 ，

可得 ，

整理得 ，

则有 ，

所以 ，
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又 ， 符合 为 次整系数多项式，则由数学归纳法，可知 为 次整

系数多项式，

记 ，有 ， ，

所以有 （第二类切比雪夫多项式），

取 ，有 ，

，

由数学归纳法可知， ，

由 ，有 ，

所以 ， ，…， 均为 的解且互不相同，

又 为 次多项式， 至多 个根，

故可知 的 个根为 （ ， ，…， ），

所以 的所有根为 （ ， ，…， ）.

五、证明 a为无理数当且仅当
*Nm ， Zn ，使

m
na 1}{0  .

证明：必要性，假设 为有理数，设 ， ， ， ，

记 ， ， ， ，…， ，

则有 ，

若 ，显然不符合；若 ，取 ，有 ，不符合；
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所以必要性得证，充分性即为狄利克雷定理.
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