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2017届学科网高三数学跨越一本线精
问题三  立体几何中的最值问题
立体几何中的最值问题一般涉及到距离、面积、体积、角度等四个方面,此类问题多以规则几何体为载体,涉及到几何体的结构特征以及空间线面关系的逻辑推理、空间角与距离的求解等,题目较为综合,解决此类问题一般可从两个方面思考：一是函数法,即利用传统方法或空间向量的坐标运算,建立所求的目标函数,转化为函数的最值问题求解；二是直接法,即根据几何体的结构特征或平面几何中的相关结论,直接判断最值.

一、距离最值问题
1.空间中两点间距离的最值问题[来源:学_科_网Z_X_X_K]
【例1】正方体
[image: image1.wmf]1111
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的棱长为1,
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、
[image: image3.wmf]N

分别在线段
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AC

与
[image: image5.wmf]BD

上,求
[image: image6.wmf]MN

的最小值.

【分析】方法一,该题可以结合正方体的结构特征,将其转化为两异面直线的距离来求；方法二,可设出变量,构建相应的函数,利用函数的最值求解；方法三,建立空间直角坐标系,利用点的坐标以及距离公式表示出目标函数,然后利用函数方法求解最值.
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【解析】方法一（定义转化法）因为直线
[image: image8.wmf]11
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与
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是异面直线,所以当
[image: image10.wmf]MN

是两直线的共垂线段时,
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取得最小值.

取
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的中点
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,
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的中点
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.则线段
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就是两异面直线
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与
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的共垂线段.下证明之.

在矩形
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中,
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为中位线,所以
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,
又因为
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平面
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,所以
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又因为
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所以
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同理可证
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而
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,
所以线段
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就是两异面直线
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与
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的共垂线段,且
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由异面直线公垂线段的定义可得
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,故
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的最小值为1.
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方法二：（参数法）如图,取
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的中点
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,
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的中点
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.则线段
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就是两异面直线
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与
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的共垂线段.由正方体的棱长为1可得
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,则
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,所以
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为两异面直线
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在正方形
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中,
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过点
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,垂足为
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显然,当
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时,
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取得最小值1,即
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的最小值为1.
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方法三：（向量法）如图,以D为坐标原点,分别以射线
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、
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轴建立空间直角坐标系.设
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则
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故当
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取得最小值1,即
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的最小值为1.
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【点评】空间中两点距离的最值,最基本的方法就是利用距离公式建立目标函数,根据目标函数解析式的结构特征求解最值.对于分别在两个不同对象上的点之间距离的最值,可以根据这两个元素之间的关系,借助立体几何中相关的性质、定理等判断并求解相应的最值.如【典例1】中的两点分别在两条异面直线上,显然这两点之间[image: image90.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




距离的最小值即为两异面直线的公垂线段的长度.另外注意直线和平面的距离,两平面的距离等的灵活运用.

【小试牛刀】【2017甘肃省天水市第一中学上学期期末】如图所示,在空间直角坐标系中,[image: image91.png]


是坐标原点,有一棱长为[image: image92.png]


的正方体[image: image93.png]ABCD - A,B,C,D,



,[image: image94.png]


和[image: image95.png]


分别是体对角线[image: image96.png]A,C



和棱[image: image97.png]AB



上的动点,则[image: image98.png]|EF|



的最小值为（  ）
[image: image99.png]



A. [image: image100.png]


    B. [image: image101.png]


    C. [image: image102.png]


    D. [image: image103.png]—a




【答案】B

【解析】题图所示的空间直角坐标系中,易得[image: image104.png]A(a,0,0)



,[image: image105.png]B(a,a,0)



,[image: image106.png]C(0,3,0)



,[image: image107.png]A,(a,0,3)



,则[image: image108.png]AC= (-a,a,-a)



,设[image: image109.png]AE=MAC0<A<1)



,[image: image110.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




则[image: image111.png]E(a-alala-a))



,设[image: image112.png]F(a,ta,0)(0<t < 1)



,
于是[image: image113.png]1, 1
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,
显然当[image: image114.png]


时,[image: image115.png]


,故选B．
2.几何体表面上的最短距离问题
【例2】正三棱柱ABC—A1B1C1中[image: image116.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




,各棱长均为2,M为AA1中点,N为BC的中点,则在棱柱的表面上从点M到点N的最短距离是多少?并求之.

【小试牛刀】【2017甘肃省天水市第一中学上学期期末】在侧棱长为[image: image117.png]


的正三棱锥[image: image118.png]S-ABC



中,[image: image119.png]£ASB = £BSC = £CSA = 40°



,过[image: image120.png]


作截面[image: image121.png]AEF



,交[image: image122.png]SB



于[image: image123.png]


,交[image: image124.png]SC



于[image: image125.png]


,则截面[image: image126.png]AEF



周长的最小值为__________．
二、面积的最值
1.旋转体中面积的最值
【例3】一个圆锥轴截面的顶角为
[image: image127.wmf]5

6

p

,母线为2,过顶点作圆锥的截面中,最大截面面积为       .

【分析】本题是截面问题中的常见题,应根据几何体的结构特征确定截面形状,然后求解截面的数字特征,进而确定其最值.
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【点评】由圆锥的性质可知,过圆锥顶点的截面一定是等腰三角形,且腰长等于圆锥的母线长,该等腰三角形的顶角的最大值为轴截面的顶角,所以截面面积的最大值取决于轴截面顶角的取值范围,不能误认为轴截面的面积就是最大值.

【小试牛刀】圆柱轴截面的周长
[image: image129.wmf]l

为定值,求圆柱侧面积的最大值.

2.多面体中的面积最值
【例4】如图中1所示,边长AC＝3,BC＝4,AB＝5的三角形简易遮阳棚,其A、B是地[image: image130.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




面上南北方向两个定点,正西方向射出的太阳光线与地面成30°角,试问：遮阳棚ABC与地面成多大角度时,才能保证所遮影面ABD面积最大?

[image: image131.png]



【分析】首先分析几何体的结构特征,明确遮影面ABD中的定值——AB,则所求最值问题转化为该边上的高的最值,进而根据已知——太阳光的照射角度将其与
[image: image132.wmf]ABC
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中AB上的高建立联系,从而确[image: image133.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




定最值.

【解析】 易知,ΔABC为直角三角形,由C点引AB的垂线,垂足为Q,则应有DQ为CQ在地面上的斜射影,且AB垂直于平面CQD,如图2所示.

因太阳光与地面成30°角,所以∠CDQ＝30°,

又知在ΔCQD中,CQ＝
[image: image134.wmf]5
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由正弦定理,有
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, 即 QD＝
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面ABD的面积最大,需QD最大,

只有当∠QCD＝90°时才可达到,从而∠CQD＝60°.

故当遮阳棚ABC与地面成60°角时,才能保证所遮影面ABD面积最大.
【点评】求解几何体中的面积最值,首先要明确所求图形面积的表示式,区分该图形中的定值与变量,然后[image: image139.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




根据几何体的结构特征和已知条件确定变量的最值即可.如该题中抓住QD的变化,建立与已知——太阳光的照射角的关系是准确确定最值的关键所在.

【小试牛刀】在三棱锥A—BCD中,ΔABC和ΔBCD都是边长为a的正三角形,求三棱锥的全面积的最大值.

 [image: image140.png]


[来源:Z§xx§k.Com]
三、体积的最值问题
【例5】如图3,已知在
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变化时,求三棱锥
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图3

【分析】
[image: image151.wmf]q

的变化是由ＡＣ与ＢＣ的变化引起的,要求三棱锥P-AEF的体积,则需找到三棱锥P-AEF的底面积和高,高为定值时,底面积最大,则体积最大.

【解析】因为
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.EF是AE在平面PBC上的射影,因为
[image: image162.wmf]AE

PB

^

,所以
[image: image163.wmf]EF

PB

^

,即
[image: image164.wmf]PE

^

平面AEF.在三棱锥
[image: image165.wmf]P

AEF

-

中,
[image: image166.wmf]AP

AB

AE

PB

=

=

^

2

,

,

所以
[image: image167.wmf]PE

AE

=

=

2

2

,

,


[image: image168.wmf]AF

EF

V

S

PE

P

AEF

AEF

=

=

=

×

=

´

´

×

´

-

2

2

1

3

1

3

1

2

2

2

2

sin

,

cos

sin

cos

q

q

q

q

，

D

[来源:Zxxk.Com]

[image: image169.wmf]=

2

6

2

sin

q

,因为
[image: image170.wmf]0

2

<

<

q

p

,所以
[image: image171.wmf]0

2

0

2

1

<

<

<

£

q

p

q

，

sin


因此,当
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【点评】几何体体积的最值问题的解决,要根据几何体的结构特征确定其体积的求解方式,分清定量与变量,然后根据变量的取值情况,利用函数法或平面几何的相关结论判断相应的最值.如该题中确定三棱锥底面的面积最值是关键.

【小试牛刀】【2017安徽省黄山市上学期期末质量检测】在棱长为6的正方体[image: image175.png]ABCD-A,B,C,D,



中,[image: image176.png]


是[image: image177.png]BC



中点,点[image: image178.png]


是面[image: image179.png]DCC,D,



所在的平面内的动点,且满足[image: image180.png]ZAPD = ZMPC



,则三棱锥[image: image181.png]P-BCD



的体积最大值是（    ）
A. 36    B. [image: image182.png]12,3



    C. 24    D. [image: image183.png]18,3




四、角的最值
【例6】如图,在四棱锥S － ABCD中,底面ABCD是直角梯形,侧棱SA⊥底面ABCD,AB垂直于AD和BC,SA =AB=BC =2,AD =1．M是棱SB的中点．
[image: image184.png]



（Ⅰ）求证：AM∥面SCD；
（Ⅱ）求面SCD与面SAB所成二面角的余弦值；
（Ⅲ）设点N是直线CD上的动点,MN与面SAB所成的角为[image: image185.wmf]q

,求s[image: image186.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




in[image: image187.wmf]q

的最大值,
【分析】直接根据几何体的结构特征建立空间直角坐标系,求出相关点的坐标和向量坐标,利用向量运算进行证明计算即可.

【解析】
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（Ⅱ）易知平面SAB的法向量为[image: image189.wmf](
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平面SCD与平面SAB所成二面角的余弦值为[image: image194.wmf]3
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【小试牛刀】在棱长为1的正方体ABCD—A1B1C1D1中,P是A1B1上的一动点,平面PAD1和平面PBC1与对角面ABC1D1所成的二面角的平面角分别为α、β,试求α+β的最大值和最小值.
【迁移运用】

1.【2017届甘肃省肃南裕固族自治县第一中学高三上学期期末】若一条直线与一个平面成[image: image203.png]72



角,则这条直线与这个平面内经过斜足的直线所成角中最大角等于（    ）
A. [image: image204.png]72



    B. [image: image205.png]90



    C. [image: image206.png]108’



    D. [image: image207.png]180




2.【2017届云南省师范大学附属中学高三高考适应性月考】三棱锥[image: image208.png]A-BCD



内接于半径为[image: image209.png]


的球[image: image210.png]


中,[image: image211.png]AB=CD =4



,则三棱锥[image: image212.png]A-BCD



的体积的最大值为（    ）
A. [image: image213.png]


    B. [image: image214.png]


    C. [image: image215.png]16



    D. [image: image216.png]



3.【2017学年安徽省黄山市高二上学期期末质量检测】在棱长为6的正方体[image: image217.png]ABCD-A,B,C,D,



中,[image: image218.png]


是[image: image219.png]BC



中点,点[image: image220.png]


是面[image: image221.png]DCC,D,



所在的平面内的动点,且满足[image: image222.png]ZAPD = ZMPC



,则三棱[image: image223.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




锥[image: image224.png]P-BCD



的体积最大值是（    ）
A. 36    B. [image: image225.png]12,3



    C. 24    D. [image: image226.png]18,3




4.【2017湖北[image: image227.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




省武汉市第二中学上学期期末】如图,在四[image: image228.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




棱锥[image: image229.png]P-ABCD



中,侧面[image: image230.png]PAD



是边长为4的正三角形,底面[image: image231.png]ABCD



为正方形,侧面[image: image232.png]PAD



⊥底面[image: image233.png]ABCD



,[image: image234.png]


为底面[image: image235.png]ABCD



内的一个动点,且满足[image: image236.png]MP - MC =0



,则点[image: image237.png]


到直线[image: image238.png]AB



的最短距离为(　　)

[image: image239.png]Jass



[来源:学科网]
A. [image: image240.png]


    B. [image: image241.png]


    C. [image: image242.png]
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    D. [image: image244.png]4-2.2




5．【辽宁省六校协作体2016-2017学年高二下学期期初】如图,已知平面[image: image245.png]


[image: image246.png]


平面[image: image247.png]


,[image: image248.png]A,B



是平面[image: image249.png]


与平面[image: image250.png]


的交线上的两个定点,[image: image251.png]DA C B,CB CB



,且[image: image252.png]DA L AB,CB L AB,AD=4,BC=8,AB=6



,在平面[image: image253.png]


上有一个动点[image: image254.png]


,使[image: image255.png]ZAPD = £BPC



,则四棱锥[image: image256.png]P-ABCD



体积的最大值是（　　）
[image: image257.png]



A. [image: image258.png]24,13



    B. 16    C. 144    D. 48

6．【2017届浙江省温州市高三第二次模拟考试】如图,在三棱锥[image: image259.png]A-BCD



中,平面[image: image260.png]ABC L



平面[image: image261.png]BCD



,[image: image262.png]A BAC



与[image: image263.png]A BCD



均为等腰直角三角形,且[image: image264.png]£BAC = £BCD =90°



,[image: image265.png]BC



．点[image: image266.png]


是线段[image: image267.png]AB



上的动点,若线段[image: image268.png]CD



上存在点[image: image269.png]


,使得异面直线[image: image270.png]PQ



与[image: image271.png]AC



成[image: image272.png]30°



的角,则线段[image: image273.png]PA



长的取值范围是（    ）
[image: image274.png]



A. [image: image275.png]


    B. [image: image276.png]


    C. [image: image277.png]\2
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    D. [image: image278.png]\6
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7．【2016届西藏日喀则一中高三10月检测】已知正三角形
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AB

三个顶点都在半径为
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的球面上,球心
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到平面
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AB

的距离为
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,点
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是线段
[image: image285.wmf]AB

的中点,过点
[image: image286.wmf]E

作球
[image: image287.wmf]O

的截面,则截面面积的最小值是（   ）
[image: image288.png]
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           D．
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8．在长方体
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中,
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为
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AB

的中点,点
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为对角线
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AC

上的动点,点
[image: image300.wmf]Q

为底面
[image: image301.wmf]ABCD

上的动点（点
[image: image302.wmf]P

,
[image: image303.wmf]Q

可以重合）,则
[image: image304.wmf]MPPQ

+

的最小值为（   ）
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2

       B．
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2

        C．
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          D． 1

9．【2016浙江省杭州二中】已知各棱长均为1的四面体ABCD中, E是AD的中点,P∈直线CE,则|BP|＋|DP|的最小值为（   ）
A．1＋
[image: image308.wmf]6

3

             B．
[image: image309.wmf]6

1

3

+

           C．
[image: image310.wmf]13

2

+

            D．
[image: image311.wmf]13

2

+


10．【2016辽宁师[image: image312.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




大附中】在长方体
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上的动点,点
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为底面
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       D．
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11.已知四棱锥[image: image329.wmf]PABCD

-

的三视图如图所示,则四棱锥[image: image330.wmf]PABCD

-

的四个侧面中面积最大的是（      ）
A．[image: image331.wmf]3

           B．[image: image332.wmf]25

         C．[image: image333.wmf]6

       D．[image: image334.wmf]8
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12.两球O1和O2在棱长为1的正方体ABCD－A1B1C1D1的内部,且互相外切,若球O1与过点A的正[image: image336.png]


方体的三个面相切,球O2与过点C1的正方体的三个面相切,则球O1和O2的表面积之和的最小值为(　　)

A．(6－3eq \r(3))π  




B．(8－4eq \r(3))π[来源:Z.xx.k.Com]
C．(6＋3eq \r(3))π  




D．(8＋4eq \r(3))π

13.如图,AD与BC是四面体ABCD中互相垂直的棱,BC＝2.若AD＝2c,且AB＋BD＝AC＋CD＝2a,其中a,c为常数,则四面体ABCD的体积的最大值是________．
14.【2017届湖南省衡阳市高三上学期期末考试】表面积为[image: image337.png]20m



的球面上有四点,[image: image338.png]S,AB,C



且[image: image339.png]AABC



是边长为[image: image340.png]


的等边三角形,若平面[image: image341.png]SAB 1L



平面[image: image342.png]ABC



,则三棱锥[image: image343.png]S-ABC



体积的最大值是__________．
15．【2016届辽宁省沈阳市二中高三上学期期中】如图,在棱柱
[image: image344.wmf]111

ABCABC

-

的侧棱
[image: image345.wmf]11
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和

上各有一个动点
[image: image346.wmf],

PQ

,且满足
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,
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上[image: image350.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




的动点,则
[image: image351.wmf]111

MABQP

ABCABCMABQP
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-
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-

的最大值是          ．
[image: image352.png]



16．【2016届广东省广州市荔湾区高三上学期调研】已知直三棱柱
[image: image353.wmf]111

ABCABC

-

中,
[image: image354.wmf]0

90

BAC

Ð=

,侧面
[image: image355.wmf]11

BCCB

的面积为
[image: image356.wmf]2

,则直三棱柱
[image: image357.wmf]111

ABCABC

-

外接球表面积的最小值为         ．
17．【2016届贵州省贵阳市六中高三元月月考】表面积为
[image: image358.wmf]p

60

的球面上有四点
[image: image359.wmf]C

B
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S

、

、

、

且
[image: image360.wmf]ABC

D

是等边三角形,球心O到平面ABC的距离为
[image: image361.wmf]3

,若
[image: image362.wmf]ABC

SAB

面

^

,则棱锥
[image: image363.wmf]ABC

S

-

体积的最大值为          ．
18.如图,过半径为R的球面上一点P作三条两两垂直的弦PA、PB、PC,(1)求证：PA2+PB2+PC2为定值；(2)求三棱锥P—ABC的体积的最大值.

[image: image364.png]



19.如图,平行四边形ABCD中,AB⊥BD,AB＝2,BD＝eq \r(2),沿BD将△BCD折起,使二面角A－BD－C是大小为锐角α[image: image365.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




的二面角,设C在平面ABD上的射影为O.

[image: image366.png]



(1)当α为何值时,三棱锥C－OAD的体积最大？最大值为多少？
(2)当AD⊥BC时,求α的大小．
20. 如图,△ABC内接于圆O,AB是圆O的直径,四边形DCBE为平行四边形,DC⊥平面ABC,AB＝2,EB＝eq \r(3).

[image: image367.png]








(1)求证：DE⊥平面ACD；
(2)设AC＝x,V(x)表示三棱锥B－ACE的体积,求函数V(x)的解析式及最大值．
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