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三数学跨越一本线精品
                         问题二：立体几何中折叠问题

立体几何中的折叠问题主要包含两大问题：平面图形的折叠与几何体的表面展开.把一个平面图形按照某种要求折起,转化为空间图形,进而研究图形在位置关系和数量关系上的变化,这就是折叠问题.把一个几何体的表面伸展为一个平面图形从而研究几何体表面上的距离问题,这就是几何体的表面展开问题.折叠与展开问题是立体几何的两个重要问题,这两种方式的转变正是空间几何与平面几何问题转化的集中体现,展开与折叠问题就是一个由抽象到直观,由直观到抽象的过程.此类问题也是历年高考命题的一大热点,主要包括两个方面：一是平面图形的折叠问题,多涉及到空间中的线面关系、体积的求解以及空间角、距离的求解等问题；二是几何体的表面展开问题,主要涉及到几何体的表面积以及几何体表面上的最短距离等. 

一、平面图形的折叠

解答折叠问题的关键在于画好折叠前后的平面图形与立体图形,抓住两个关键点：不变的线线关系、不变的数量关系.不变的线线关系,尤其是平面图形中的线线平行、线线垂直关系是证明空间平行、垂直关系的起点和重要依据；不变的数量关系是求解几何体的数字特征,如几何体的表面积、体积、空间中的角与距离等的重要依据.

1. 折叠后的形状判断

【例1】如下图,在下列六个图形中,每个小四边形皆为全等的正方形,那么沿其正方形相邻边折叠,能够围成正方体的是_____________(要求：把你认为正确图形的序号都填上)
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【分析】根据平面图形的特征,想象平面图形折叠后的图形进行判断.也可利用手中的纸片画出相应的图[image: image9.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




形进行折叠.

【答案】①③⑥
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【小试牛刀】下图代表未折叠正方体的展开图,将其折叠起来,变成正方体后的图形是（   ） 
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A.               B.                 C.                  D.

【例2】将图1中的等腰直角三角形ABC沿斜边BC的中线折起得到空间四边形ABCD(如图2),则在空间四边形ABCD中,AD与BC的位置关系是





(　　)
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图1　　　　　　　图2

A．相交且垂直  



B．相交但不垂直

C．异面且垂直  



D．异面但不垂直

【答案】C

【解析】在图1中的等腰直角三角形ABC中,斜边上的中线AD就是斜边上的高,则AD⊥BC,折叠后如图2,AD与BC变成异面直线,而原线段BC变成两条线段BD、CD,这两条线段与AD垂直,即AD⊥BD,AD⊥CD,故AD⊥平面BCD,所以AD⊥BC.

【小试牛刀】【2017届浙江省宁波市高三上学期期末】如图,在正方形ABCD中,点E,F分别为边BC,AD的中点,将[image: image12.png]A ABF



沿BF所在直线进行翻折,将[image: image13.png]A CDE



沿DE所在直线进行翻折,在翻折过程中（   ）
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A. 点A与点C在某一位置可能重合

B. 点A与点C的最大距离为[image: image15.png]



C. 直线AB与直线CD可能垂直

D. 直线AF与直线CE可能垂直

3.折叠后几何体的数字特征

折叠后几何体的数字特征包括线段长度、几何体的表面积与体积、空间角与距离等,设计问题综合、全面,也是高考命题的重点.解决此类问题的关键是准确确定折叠后几何体的结构特征以及平面图形折叠前后的数量关系之间的对应.

【例3】（体积[image: image16.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




问题）如图所示,等腰
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【解析】（1）由折起的过程可知,PE⊥平面ABC,
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【小试牛刀】【2016届河南省信阳高中高三上第八次大考】平行四边形ABCD中,
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【例4】（空间角问题）如左图[image: image54.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)
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【点[image: image148.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




评】折叠问题分析求解两原则：

(1)折叠问题的探究须充分利用不变量和不变关系；

(2)折叠前后始终位于折线的同侧的几何量和位置关系保持不变.

【小试牛刀】【2017届陕西省西安市高三模拟（一）】如图：在直角梯形[image: image149.png]ABCD



中[image: image150.png]AD//BC
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分别为[image: image161.png]D'B
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的中点．

(1)求证：[image: image163.png]GH L



平面[image: image164.png]AD'C



；

(2)求平面[image: image165.png]D'AB



与平面[image: image166.png]D'CE



的夹角.
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二、几何体的展开

几何体表面展开问题是折叠问题的逆向思维、逆过程,一般地,涉及到多面体表面距离的问题,解题时不妨将它展开成平面图形试一试.

1.展开后形状的判断

【例5】把正方体的表面沿某些棱剪开展成一个平面图形（如右下图）,请根据各面上[image: image169.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




的图案判断这个正方体是（　　）

[image: image170.png]



解析：这是图③模型,在右图中,把中间的四个正方形围起来做“前后左右”四个面,有“空心圆”的正方形做“上面”,显然是正方体C的展形图,故选（C）.

【小试牛刀】水平放置的正方体的六个面分别用“前面、后面、上面、下面、左面、右面”表示.如右图,是一个正方体的平面展开图,若图中的“似”表示正方体的前面, “锦”表示右面, “程”表示下面.则“祝”、 “你”、 “前”分别表示正方体的______________________.
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2.展开后的数字特征——表面上的最短距离问题

【例6】如图,已知圆柱体底面圆的半径为
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，
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【解析】如图,将圆柱的侧面展开,
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其中
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则小虫爬行的最短路线为线段
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所以小虫爬行的最短路线长度为
[image: image184.wmf]22
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【点评】几何体表面上的最短距离需要将几何体的表面展开,将其转化为平面内的最短距离,利用平面内两点之间的距离最短求解.但要注意棱柱的侧面展开图可能有多种展开图,如长方体的表面展开图等,要把不同展开图中的最短距离进行比较,找出其中的最小值.

【小试牛刀】如图,在长方体中,
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[image: image186.wmf]A

到
[image: image187.wmf]1

C

的最短路线长.
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【迁移运用】

1.【2017辽宁省六校协作体下学期期初】已知一个圆柱的底面半径和高分别为[image: image189.png]


和[image: image190.png]


,[image: image191.png]h < 2nr



,侧面展开图[image: image192.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




是一个长方形,这个长方形的长是宽的2倍,则该圆柱的表面积与侧面积的比是(    )

A. [image: image193.png]1+m



    B. [image: image194.png]1+2m




    C. [image: image195.png]1+2m
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2.【2017山东省烟台市上学期期末】已知边长为[image: image197.png]


的菱形[image: image198.png]ABCD



中,[image: image199.png]ZABC = 60°



,将该菱形沿对角线[image: image200.png]AC



折起,使[image: image201.png]


,则三棱锥[image: image202.png]D-ABC



的体积为（    ）

A. [image: image203.png](o))
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    C. [image: image205.png]3a
12

3



    D. [image: image206.png]2a
12

3




3.【2017河南省信阳市上学期期末教学质量监测】已知梯形[image: image207.png]CEPD



如下图所示,其中[image: image208.png]PD



,[image: image209.png]CE



,[image: image210.png]


为线段[image: image211.png]PD



的中点,四边形[image: image212.png]ABCD



为正方形,现沿[image: image213.png]AB



进行折叠,使得平面[image: image214.png]PABE L



平面[image: image215.png]ABCD



,得到如图所示的几何体.已知当点[image: image216.png]


满足[image: image217.png]AF = MB(0<A<1)



时,平面[image: image218.png]DEF 1



平面[image: image219.png]PCE



,则[image: image220.png]


的值为（    ）
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A. [image: image222.png]


    B. [image: image223.png]


    C. [image: image224.png]


    D. [image: image225.png]



4.【2016学年湖南师大附中第三次检测】如图是棱长为1的正方体的平面展开图,则在这个正方体中,以下结论错误的是（   ）
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B．[image: image230.wmf]AB

与[image: image231.wmf]EF
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D．[image: image235.wmf]EF

与[image: image236.wmf]MC

是异面直线

5.【2016学年四川省成都七中】把正方形
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四点为顶点的三棱锥体积最大时,直线
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和平面
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A．90          B．[image: image242.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




60           C．45          D．30[image: image243.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)





6.【2017届湖北省武汉市武昌区高三1月调研考试】在矩形[image: image244.png]ABCD



中,[image: image245.png]AB < BC



,现将[image: image246.png]AABD



沿矩形的对角线[image: image247.png]BD



所在的直线进行翻折,在翻折的过程中,给出下列结论：

①存在某个位置,使得直线[image: image248.png]AC



与直线[image: image249.png]BD



垂直；

②存在某个位置,使得直线[image: image250.png]AB



与直线[image: image251.png]CD



垂直；

③存在某个位置,使得直线[image: image252.png]AD



与直线[image: image253.png]BC



垂直.

其中正确结论的序号是__________．（写出所有正确结论的序[image: image254.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




号）

7．【2017甘肃省天水市第一中学上学期期末】表面积为[image: image255.png]20m



的球面上有四点,[image: image256.png]S,AB,C



且[image: image257.png]AABC



是边长为[image: image258.png]


的等边三角形,若平面在侧棱长为[image: image259.png]


的正三棱锥[image: image260.png]S-ABC



中,[image: image261.png]£ASB = £BSC = £CSA = 40°



,过[image: image262.png]


作截面[image: image263.png]AEF



,交[image: image264.png]SB



于[image: image265.png]


,交[image: image266.png]SC



于[image: image267.png]


,则截面[image: image268.png]AEF



周长的最小值为__________．

8.如图所示,在四边形
[image: image269.wmf]ABCD

中,
[image: image270.wmf]CD

BD

BD

CD

AD

AB

^

=

=

=

=

,

2

,

1

,将四边形
[image: image271.wmf]ABCD

沿对角线
[image: image272.wmf]BD

折成四面体
[image: image273.wmf]BCD

A

-

¢

,使平面
[image: image274.wmf]^

BD

A

/

平面
[image: image275.wmf]BCD

,则下列结论正确的是          ．

[image: image276.png]



（1）
[image: image277.wmf]BD

C

A

^

¢

；

（2）
[image: image278.wmf]o

90

=

¢

Ð

C

A

B

；

（3）
[image: image279.wmf]A

C

¢

与平面
[image: image280.wmf]BD

A

¢

所成的角为
[image: image281.wmf]°

30

；    

（4）四面体
[image: image282.wmf]BCD

A

-

¢

的体积为
[image: image283.wmf]6

1

．

9．【2016届浙江省嘉兴一中等高三第一次五校联考】如图,矩形
[image: image284.wmf]ABCD

中,
[image: image285.wmf]2

ABAD

=

,
[image: image286.wmf]E

为边
[image: image287.wmf]AB

的中点,将
[image: image288.wmf]ADE

D

沿直线
[image: image289.wmf]DE

翻折成
[image: image290.wmf]1

ADE

D

,若
[image: image291.wmf]M

为线段
[image: image292.wmf]1

AC

的中点,则在
[image: image293.wmf]ADE

D

翻折过程中,下面四个选项中正确的是        (填写所有的正确选项)

[image: image294.png]



（1）
[image: image295.wmf]||

BM

是定值           

（2）点
[image: image296.wmf]M

在某个球面上运动

（3）存在某个位置,使
[image: image297.wmf]1

DEAC

^

    

（4）存在某个位置,使
[image: image298.wmf]//

MB

平面
[image: image299.wmf]1

ADE


10．【2016-2017学年辽宁省庄河市高级中学高一上学期期末】如图,已知菱形[image: image300.png]ABCD



的边长为6,[image: image301.png]£BAD = 60°



,[image: image302.png]ACNnBD=0



,将菱形[image: image303.png]ABCD



沿对角线[image: image304.png]AC



折起,得到三棱锥[image: image305.png]B-ACD



,点[image: image306.png]


是棱[image: image307.png]BC



的中点,[image: image308.png]


.[来源:Z&xx&k.Com]
[image: image309.png]



（1）求证：[image: image310.png]om//



平面[image: image311.png]ABD



；

（2）求证：平面[image: image312.png]ABC L



平面[image: image313.png]MDO



.[来源:学.科.网Z.X.X.K]
12．【2017安徽省黄山市上学期期末质量检测】如图1,在[image: image314.png]Rt A ABC



中,[image: image315.png]ZABC = 60°



,[image: image316.png]AD



是斜边[image: image317.png]BC



上的高,沿[image: image318.png]AD



将[image: image319.png]A ABC



折成[image: image320.png]60°



的二面角[image: image321.png]B-AD-C



.如图2.

[image: image322.png]


[来源:学。科。网Z。X。X。K]
（1）证明：平面[image: image323.png]ABD L



平面[image: image324.png]BCD



；

（2）在图2中,设[image: image325.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




[image: image326.png]


为[image: image327.png]BC



的中点,求异面直线[image: image328.png]AE



与[image: image329.png]BD



所成的角.

13．【2017辽宁省六校协作体下学期期初】如图（1）所示,在直角梯形[image: image330.png]ABCP



中,[image: image331.png]BC//AP



,[image: image332.png]AB 1 BC



,[image: image333.png]CD LAP



,[image: image334.png]AD=DC=PD=2



,[image: image335.png]


、[image: image336.png]


、[image: image337.png]


分别为线段[image: image338.png]PC



、[image: image339.png]PD



、[image: image340.png]BC



的中点,现将[image: image341.png]APDC



折起,使平面[image: image342.png]PDC 1L



平面[image: image343.png]ABCD



（图（2））．

[image: image344.png])

?2)





（1）求证：平面[image: image345.png]EFG//



平面[image: image346.png]PAB



；

（2）若点[image: image347.png]


是线段[image: image348.png]PB



的中点,求证：[image: image349.png]PCL



平面[image: image350.png]ADQ



.

（3）求三棱锥[image: image351.png]C-EFG



的体积．[来源:Z|xx|k.Com]
14．【2017届河北省正定中学高三上学期第三次月考】如图,菱形[image: image352.png]ABCD



的对角线[image: image353.png]AC



与[image: image354.png]BD



交于点[image: image355.png]


,[image: image356.png]AB



,[image: image357.png]AC



,点[image: image358.png]E,F



分别[image: image359.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




在[image: image360.png]AD,CD



上,[image: image361.png]AE=CF=-
4



,[image: image362.png]EF



交[image: image363.png]BD



于点[image: image364.png]


,将[image: image365.png]ADEF



沿[image: image366.png]EF



折到[image: image367.png]AD EF



的位置,[image: image368.png]0D = /10



．

[image: image369.png]



（1）证明：[image: image370.png]DHL



平面[image: image371.png]ABCD



；

（2）求二面角[image: image372.png]B-D'A-C



的正弦值．

15. 如图1所示,正[image: image373.wmf]ABC

D

的边长为
[image: image374.wmf]2

a

,CD是AB边上的高,E,F分别是AC,BC的中点.现将[image: image375.wmf]ABC

D

沿CD翻折,使翻折后平面ACD[image: image376.wmf]^

平面BCD（如图2）求三棱锥C-DEF的体积.
[image: image377.png]= =




16.如图1,在直角梯形[image: image378.wmf]ABCD

中,[image: image379.wmf]CD

AB

//

,[image: image380.wmf]AD

AB

^

,且[image: image381.wmf]1

2

1

=

=

=

CD

AD

AB

．

现以[image: image382.wmf]AD

为一边向梯形外作正方形[image: image383.wmf]ADEF

,然后沿边[image: image384.wmf]AD

将正方形[image: image385.wmf]ADEF

折叠,使平面[image: image386.wmf]ADEF

与平面[image: image387.wmf]ABCD

垂直,[image: image388.wmf]M

为[image: image389.wmf]ED

的中点,如图2．

（1）求证：[image: image390.wmf]AM

∥平面[image: image391.wmf]BEC

;

（2）求证：[image: image392.wmf]BDE

BC

平面

^

;

（3）求点[image: image393.wmf]D

到平面[image: image394.wmf]BEC

的距离.

[image: image395.png]B2




17.正△
[image: image396.wmf]ABC

的边长为4,
[image: image397.wmf]CD

是
[image: image398.wmf]AB

边上的高,
[image: image399.wmf],

EF

分别是
[image: image400.wmf]AC

和
[image: image401.wmf]BC

边的中点,现将△
[image: image402.wmf]ABC

沿
[image: image403.wmf]CD

翻折成直二面角
[image: image404.wmf]ADCB

--

．

（1）试判断直线
[image: image405.wmf]AB

与平面
[image: image406.wmf]DEF

的位置关系,并说明理由；

（2）求二面角
[image: image407.wmf]EDFC

--

的余弦值；

（3）在线段
[image: image408.wmf]BC

上是否存在一点
[image: image409.wmf]P

,使
[image: image410.wmf]APDE

^

？证明你的结论．

[image: image411.png]



[image: image412.jpg]R BRRHEI AR
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[image: image415.jpg]汇聚名校名师，奉献精品资源，打造不一样的教育！
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