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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题五：圆锥曲线的定值、定点问题

圆锥曲线是解析几何的重要内容之一,也是高考重点考查的内容和热点,知识综合性较强,对学生逻辑思维能力计算能力等要求很高,这些问题重点考查学生方程思想、函数思想、转化与化归思想的应[image: image1.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




用．定值问题与定点问题是这类题目的典型代表,为了提高同学们解题效率,特别是高考备考效[image: image2.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




率,本文列举了一些典型的定点和定值问题,以起到抛砖引乇的作用．

一、定点问题
求解直线和曲线过定点问题的基本思路是：把直线或曲线方程中的变量x,y当作常数看待,把方程一端化为零,既然是过定点,那么这个方程就要对任意参数都成立,这时参数的系数就要全部等于零,这样就得到一个关于x,y的方程组,这个方程组的解所确定的点就是直线或曲线所过的定点,或者可以通过特例探求,再用一般化方法证明．

【例1】【四川省2017年普通高考适应性测试】已知直线
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的方程为
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是抛物线
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上到直线
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距离最小的点,点
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是抛物线上异于点
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的点,直线
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与直线
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交于点
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,过点
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与
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轴平行的直线与抛物线
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.[来源:学*科*网]
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（Ⅰ）求点
[image: image18.wmf]P

的坐标；

（Ⅱ）证明直线
[image: image19.wmf]AB

恒过定点,并求这个定点的坐标.

【分析】（Ⅰ）到直线
[image: image20.wmf]l

距离最小的点,可根据点到直线距离公式,取最小值时的点；也可根据几何意义得为与直线
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平行且与抛物线相切的切点：如根据点
[image: image22.wmf]P

到直线
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的距离
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得当且仅当
[image: image25.wmf]0
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时取最小值,（Ⅱ）解析几何中定点问题的解决方法,为以算代证,即先求出直线AB方程,根据恒等关系求定点.先设点
[image: image26.wmf]A
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,求出直线AP方程
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,与直线
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方程联立,解出点
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纵坐标为
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点的坐标为
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,再根据两点式求出直线AB方程
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,最后根据方程对应
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y

恒成立得定点
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【解析】（Ⅰ）设点
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的坐标为
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所以,点
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到直线
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的距离[来源:学.科.网Z.X.X.K]

[image: image42.wmf](

)

2

0

2

0

0

00

2

24

2

4

2

2

2242

y

y

y

xy

d

-+

-+

-+

===³

.

当且仅[image: image43.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




当
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时等号成立,此时
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点坐标为
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因此,
[image: image48.wmf]B

点的坐标为
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当
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的斜率
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所以直线
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的方程为
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整理得
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.[来源:学科网]
当
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时,上式对任意
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恒成立,

此时,直线
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恒过定点
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当
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的方程为
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,仍过定点
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故符合题意的直线
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恒过定点
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考点：抛物线的标准方程与几何性质、直线方程、直线与抛物线的位置关系

【点评】 圆锥曲线中定点问题的两种解法

(1)引进参数法：引进动点的坐标或动线中系数为参数表示变化量,再研究变化的量与参数何时没有关系,找到定点．

(2)特殊到一般法：根据动点或动线的特殊情况探索出定点,再证明该定点与变量无关．

【小试牛刀】已知A、B是椭圆
[image: image68.wmf]1
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上的两点,且
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,其中F为椭圆的右焦点.

(1)求实数
[image: image70.wmf]l

的取值范围;

(2)在x轴上是否存在一个定点M,使得
[image: image71.wmf]MB

MA
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为定值?若存在,求出定值和定点坐标；若不存在,说明理由.
二、定值问题

解析几何中的定值问题是指某些几何量(线段的长度、图形的面积、角的度数、直线的斜率等)的大小或某些代数表达式的值等和题目中的参数无关,不依参数的变化而变化,而始终是一个确定的值,求定值问题常见的方法有两种：

①从特殊入手,求出定值,再证明这个值与变量无关；

②直接推理、计算,并在计算推理的过程中消去变量,从而得到定值．

【例2】【安徽省“皖南八[image: image72.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




校”2017届高三第二次联考】如图,点
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的左右顶点,
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PMN

为椭圆
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上非顶点的三点,直线
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APBP

的斜率分别为
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（Ⅰ）求椭圆
[image: image84.wmf]C

的方程；

（Ⅱ）判断
[image: image85.wmf]OMN

D

的面积是否为定值？若为定值,求出该定值；若不为定值,请说明理由.

【分析】（Ⅰ）设
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（Ⅱ）根据弦长公式求底边
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的长,根据点到直线距离公式求底边上的高,因此设直线
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的方程为
[image: image92.wmf]ykxt

=+

,由直线方程与椭圆方程联立方程组,利用韦达定理得
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,代入面积公式化简得
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【解析】（Ⅰ）
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椭圆
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（Ⅱ）设直线
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的方程为
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[image: image114.wmf]OMN
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的面积为定值1.

【点评】圆锥曲线中的定值问题的常见类型及解题策略

(1)求代数式为定值．[image: image115.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




依题意设条件,得出与代数式参数有关的等式,代入代数式、化简即可得出定值；[来源:学*科*网]
(2)求点到直线的距离为定值．利用点到直线的距离公式得出距离的解析式,再利用题设条件化简、变形求得；

(3)求某线段长度为定值．利用长度公式求得解析式,再依据条件对解析式进行化简、变形即可求得．

【小试牛刀】椭圆C：
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(a＞b＞0)的离心率为
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,P(m,0)为C的长轴上的一个动点,过P点斜率为
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的直线l交C于A、B两点.当m＝0时,
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(1)求C的方程；

(2)证明：
[image: image120.wmf]22

||||

PAPB
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为定值.

圆锥曲线中的定值、定点问题要善于从运动中寻找不变的要素,可以先通过特例、极限位置等探求定值、定点,然后利用推理证明的[image: image121.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




方法证明之．
【迁移运用】

1.已知椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>0,b>0)过点(0,1),其长轴、焦距和短轴的长的平方依次成等差数列．直线l与x轴正半轴和y轴分别交于Q、P,与椭圆分别交于点M、N,各点均不重合且满足eq \o(PM,\s\up6(→))＝λ1eq \o(MQ,\s\up6(→)),eq \o(PN,\s\up6(→))＝λ2eq \o(NQ,\s\up6(→)).

(1)求椭圆的标准方程；

(2)若λ1＋λ2＝－3,试证明：直线l过定点并求此定点．

2.如图,已知双[image: image122.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




曲线C：eq \f(x2,a2)－y2＝1(a>0)的右焦点为F.点A,B分别在C的两条渐近线上,AF⊥x轴,AB⊥OB,BF∥OA(O为坐标原点)．





(1)求双曲线C的方程；

(2)过C上一点P(x0,y0)(y0≠0)的直线l：eq \f(x0x,a2)－y0y＝1与直线AF相交于点M,与直线x＝eq \f(3,2)相交于点N.证明：当点P[image: image124.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




在C上移动时,eq \f(|MF|,|NF|)恒为定值,并求此定值．

3.【湖南省五市十校教研教改共同体2017届高三12月联考】（本小题满分12分）如图,设点
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,且它们的斜率之积为
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（1）求点
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的轨迹方程；

（2）设点
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的轨迹为
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,点
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是轨迹为
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上不同于
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的两点,且满足
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,求证：
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D

的面积为定值．
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4.【山东省枣庄市2017届高三上学期期末】已知椭圆
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的切线,切点分别为
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.直线
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恰好经过
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的右顶点和上顶点.
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（1）求椭圆
[image: image146.wmf]W

的方程；

（2）如图,过椭圆
[image: image147.wmf]W

的右焦点
[image: image148.wmf]F
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作两条互相垂直的弦
[image: image150.wmf],
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① 设
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的中点分别为
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,证明: 直线
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必过定点,并求此定点坐[image: image154.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




标；

②若直线
[image: image155.wmf],
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的斜率均存在时,求由
[image: image156.wmf],,,
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四点[image: image157.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




构成的四边形面积的取值范围.

5.【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛】（本小题满分12分）已知点
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是椭圆
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上任一点,点
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到直线
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的距离为
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与椭圆
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交于不同两点
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都在
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轴上方）,且
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（1）求椭圆
[image: image172.wmf]C

的方程；

（2）当
[image: image173.wmf]A

为椭圆与
[image: image174.wmf]y

轴正半轴的交点时,求直线
[image: image175.wmf]l

方程；

（3）对于动直线
[image: image176.wmf]l

,是否存在一个定点,无论
[image: image177.wmf]OFA

Ð

如何变化,直线
[image: image178.wmf]l

总经过此定点？若存在,求出该定点的坐标；若不存在,请说明理由.
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6．【2016届云南师范大学附属中学高三月考】如图,过椭圆[image: image180.wmf]22
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说明理由.
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为直径的圆恒过定点[image: image208.wmf]T
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的坐标,若不存在,请说明理由．

8．【2016上海复旦大学附中届高三上期中】已知椭圆
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9．【2016届浙江省绍兴市一中高三上学期期中】已知椭圆
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10.已知直线
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