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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题四  圆锥曲线的最值、范围问题

与圆锥曲线有关的范围、最值问题,各种题型都有,既有对圆锥曲线的性质、曲线与方程关系的研究,又对最值范围问题有所青睐,它能综合应用函数、三角、不等式等有关知识,紧紧抓住圆锥曲线的定义进行转化,充分展现数形结合、函数与方程、化归转化等数学思想在解题中的应用,本文从下面几个方面阐述该类题型的求解方法,以引起读者注意．

一、利用圆锥曲线定义求最值
借助圆锥曲线定义将最值问题等价转化为易求、易解、易推理证明的问题来处理．

【例1】已知
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内的两个点,
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是椭圆上的动点,求
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的最大值和最小值．

【分析】很容易想到联系三角形边的关系,无论
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三点是否共线,总有
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,故取不到等号,利用椭圆定义合理转化可以起到柳暗花明又一村的作用．
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【点评】涉及到椭圆焦点的题目,应想到椭圆定义转化条件,使得复杂问题简单化．

【小试牛刀】【2017届四川双流中学高三上学期必得分训练】已知
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上一个动点,当点
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到点
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的距离与点
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到抛物线的准线的距离之和最小时,点
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D．
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【分析】根据抛物线的定义,点到抛物线的准线的距离等于点到抛物线的焦点的距离,所以点
[image: image21.wmf]P

到点
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的距离与点
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到准线距离之和的最小值就是点
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到点
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的距离与到抛物线焦点距离之和的最小值,因此当三点共线时,距离之和取最小值.

【解析】设
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到抛物线准线的距离为
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,抛物线的焦点为
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二、单变量最值问题转化为函数最值

建立目标函数求解圆锥曲线的范围、最值问题,是常规方法,关键是选择恰当的变量为自变量．

【例2】已知椭圆C：[image: image31.wmf](
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的两焦点与短轴的一个端点的连线构成等腰直角三角形,直线
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与以椭圆C的右焦点为圆心,以椭圆的长半轴长为半径的圆相切.

（1）求椭圆的方程.

（2）设
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(O为坐标原点),求实数
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的取值范围.
【分析】（1）由题意可得圆的方程为
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的两焦点与短轴的一个端点的连线构成等腰直角三角形, b=c, 
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,将直线方程代入椭圆方程得：
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应用韦达定理
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.讨论当k=0,
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的不等式.

【解析】（1）由题意：以椭圆C的右焦点为圆心,以椭圆的长半轴长为半径的圆的方程为
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∴圆心到直线
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的两焦点与短轴的一个端点的连线构成等腰直角三角形, b=c, 
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 故所求椭圆方程为[image: image69.wmf].
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（Ⅱ）由题意知直线
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的斜率存在,设直线
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[image: image72.wmf])

2

(

-

=

x

k

y

,设
[image: image73.wmf](

)

0

0

,

y

x

p


将直线方程代入椭圆方程得：
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设
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当k=0时,直线l的方程为y=0,此时t=0,
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成立,故,t=0符合题意.
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将上式代入椭圆方程得：
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整理得：
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【点评】确定椭圆方程需要两个独立条件,从题中挖掘关于
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的等量关系；直线和椭圆的位置关系问题,往往要善于利用韦达定理设而不求,利用点
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【小试牛刀】【2017河南西平县高级中学12月考】已知中心在原点
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（1）求椭圆的方程；

（2）设不过原点
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的直线
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【解析】（1）由题意可设椭圆方程
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（2）由题意可知,直线
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由于直线
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三、二元变量最值问题转化为二次函数最值

利用点在二次曲线上,将二元函数的最值问题转化为一元函数的最值问题来处理．[来源:学|科|网]
【例2】若点O、F分别为椭圆
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心和左焦点,点P为椭圆上的任一点,则
[image: image151.wmf]OPPF

×

uuuvuuuv
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【分析】设点
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,利用平面向量数量积坐标表示,将
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表示,借助椭圆方程消元,转化为一元函数的最值问题处理．
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【点评】注意利用“点在椭圆上”这个条件列方程．

【小试牛刀】抛物线
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【答案】
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【解析】由抛物线的定义可得
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综上所述
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四、双参数最值问题

该类问题往往有三种类型：①建立两个参数之间的等量关系和不等式关系,通过整体消元得到参数的取值范围；②建立两个参数的等量关系,通过分离参数,借助一边变量的范围,确定另一个参数的取值范围；③建立两个参数的等量关系,通过选取一个参数为自变量,令一个变量为参数（主元思想）,从而确定参数的取值范围．

【例3】在平面直角坐标系[image: image181.wmf]xOy

中,已知椭圆
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（Ⅰ）求椭圆C的方程；

（Ⅱ）设P为椭圆上一点,且满足[image: image190.wmf]OAOBtOP
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（O为坐标原点）,当[image: image191.wmf]3
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时,求实数
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的取值范围.

【分析】第一问,先利用离心率列出表达式找到
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与
[image: image194.wmf]b

的关系,又因为椭圆上的
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点到点
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组,消参韦达定得到两根之和、两根之积,用坐标表示
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【点评】第一问中转化为求二次函数最大值后,要注意变量取值范围；第二问利用点P在椭圆上,和已知向量等式得变量
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的取值范围．

【小试牛刀】已知圆
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的方程；

（2）若存在直线
[image: image254.wmf]kx

y

l

=

:

,使得直线
[image: image255.wmf]l

与椭圆
[image: image256.wmf]C

分别交于
[image: image257.wmf]B

A

,

两点,与圆
[image: image258.wmf]M

分别交于
[image: image259.wmf]H

G

,

两点,点
[image: image260.wmf]G

在线
段
[image: image261.wmf]AB

上,且
[image: image262.wmf]BH

AG

=

,求圆
[image: image263.wmf]M

的半径
[image: image264.wmf]r

的取值范围.
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显然,若点
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的半径
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的取值范围是
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圆锥曲线中的最值、范围问题类型较多,解法灵活多变,但总体上主要有两种方法：一是利用几何方法,即通过利用曲线的定义、几何性质以及平面几何中的定理、性质等进行求解；二是[image: image283.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




利用代数方法,即把要求最值的几何量或代数表达式表示为某个(些)参数的函数(解析式),然后利用函数方法、不等式方法等进行求解．

【迁移运用】[image: image284.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT





1．【2017届湖南师大附中高三上学期月考三】已知两定点
[image: image285.wmf](

)

1,0

A

-

和
[image: image286.wmf](

)

1,0

B

,动点
[image: image287.wmf](

)

,

Pxy

在直线
[image: image288.wmf]:3

lyx

=+

上移动,椭圆
[image: image289.wmf]C

以
[image: image290.wmf],
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为焦点且经过点
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,则椭圆
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的离心率的最大值为（   ）

A．
[image: image293.wmf]5

5

                   B．
[image: image294.wmf]10

5

                C. 
[image: image295.wmf]25

5

                  D．
[image: image296.wmf]210

5
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【解析】
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的离心率的最大值为
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2．【2016-2017学年河北定州市高二上学期期中】过双曲线
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【答案】B

【解析】由题可知,
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 EMBED Equation.3 [image: image319.wmf]13
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3．【2017届湖南长沙一中高三月考五】已知中心在坐标原点的椭圆与双曲线有公共焦点,且左、右焦点分别为
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4．【2016届河南省郑州市一中高三上学期联考】已知抛物线
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点,记抛物线上任意一点到直线
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【答案】C

【解析】 如图所示,由题意知,抛物线
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5．【2016届重庆市巴蜀中学高三10月月考】已知
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的最大值、最小值分别为（    ）
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【答案】B
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6．【2016届重庆市南开中学高三12月月考】设点
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【解析】由椭圆
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[image: image389.wmf]222

226268386

(

22

)()||

PEcossincoscoscos

qqqqq

=-+=-+=-

\

，



[image: image390.wmf]1

cos

q

\=

时,
[image: image391.wmf]226

min

PE

=-

．


7．【2017届四川双流中学高三上学期必得分训练】已知
[image: image392.wmf]BD

AC

，

为圆
[image: image393.wmf]O

：
[image: image394.wmf]8

2

2

=

+

y

x

的两条相互垂直的弦,垂足为
[image: image395.wmf])

2

,

1

(

M

,则四边形
[image: image396.wmf]ABCD

的面积的最大值为      [image: image397.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




  .

【答案】
[image: image398.wmf]13


【解析】设圆心
[image: image399.wmf]O

到
[image: image400.wmf],

ACBD

的距离分别为
[image: image401.wmf]12

,

dd

,则
[image: image402.wmf]222

12

3

ddOM

+==

,则
[image: image403.wmf]2

1

28

ACd

=-

,
[image: image404.wmf]2

2

28

BDd

=-

,所以四边形的面积
[image: image405.wmf](

)

(

)

(

)

2222

1212

1

2881613

2

SACBDdddd

==--£-+=

,故填
8．【2017学年河北冀州中学上学期月考四】已知双曲线
[image: image406.wmf]C

：
[image: image407.wmf]2

2

1

3

y

x

-=

的右焦点为
[image: image408.wmf]F

,
[image: image409.wmf]P

是双曲线
[image: image410.wmf]C

的左支上一点,
[image: image411.wmf](0,2)

M

,则△
[image: image412.wmf]PFM

周长最小值为        ．

【答案】
[image: image413.wmf]2

4

2

+

[来源:学科网ZXXK]
【解析】
[image: image414.wmf](

)

(

)

PFM

FM

M

F

D

=

\

,

2

2

,

2

,

0

,

0

,

2

Q

周长最小,即
[image: image415.wmf]PF

PM

+

最小,设左焦点为
[image: image416.wmf]1

F

,由双曲线的定义可得
[image: image417.wmf]1

2

PF

PM

PF

PM

+

+

=

+

[image: image418.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




,而
[image: image419.wmf]1

PF

PM

+

的最小值为
[image: image420.wmf]2

2

1

=

MF

,
[image: image421.wmf]1

2

PF

PM

+

+

\

的最小值为
[image: image422.wmf]2

4

2

+

,故填
[image: image423.wmf]2

4

2

+

.
9．【2017届江西吉安一中高三周考】已知双曲线
[image: image424.wmf]2

2

:x1

3

y

C

-=

的右焦点为
[image: image425.wmf],

FP

是双曲线
[image: image426.wmf]C

的左支上一点,
[image: image427.wmf](

)

0,2

M

,则
[image: image428.wmf]PFM

D

周长最小值为____________．

【答案】
[image: image429.wmf]242

+


【解析】
[image: image430.wmf]1,3,2

abc

===

,右焦点为
[image: image431.wmf](

)

2,0

F

,设左焦点为
[image: image432.wmf](

)

1

2,0

F

-

,三角形的周长为
[image: image433.wmf]1

2

PFPMMPaPFPMMP

++=+++

当
[image: image434.wmf]1

,,

PFM

三点共线时,周长取得最小值为
[image: image435.wmf]242

+

．

10．【2017届河北武邑中学高三上学期调研四】已知椭圆
[image: image436.wmf]22

22

:1

xy

C

ab

+=

,
[image: image437.wmf](

)

0

ab

>>

的离心率
[image: image438.wmf]6

3

,且过点
[image: image439.wmf]6

1,

3

æö

ç÷

ç÷

èø

.

(Ⅰ）求椭圆
[image: image440.wmf]C

的方程；

(Ⅱ)设与圆
[image: image441.wmf]22

3

:

4

Oxy

+=

相切的直线
[image: image442.wmf]l

交椭圆
[image: image443.wmf]C

与
[image: image444.wmf]A

,
[image: image445.wmf]B

两点,求
[image: image446.wmf]OAB

D

面积的最大值及取得最大值时直线
[image: image447.wmf]l

的方程.

【答案】（1）
[image: image448.wmf]2

2

1

3

x

y

+=

；（2）最大值为
[image: image449.wmf]3

2

,此时直线方程
[image: image450.wmf]3

1

3

yx

=±±

.

[image: image451.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




【解析】（1）由题意可得：
[image: image452.wmf]22

12

1

3

6

3

ab

c

a

ì

+=

ï

ï

í

ï

=

ï

î

 


[image: image453.wmf]2

222

3,1,1

3

x

aby

==\+=

 

（2）①当
[image: image454.wmf]k

不存在时,
[image: image455.wmf]33

,

22

xy

=±\=±

,


[image: image456.wmf]133

3

224

OAB

S

D

\=´´=

 

②当
[image: image457.wmf]k

不存在时,设直线为
[image: image458.wmf]ykxm

=+

,


[image: image459.wmf](

)

11

,

Axy

,
[image: image460.wmf](

)

22

,

Bxy

,


[image: image461.wmf]2

2

1

3

x

y

ykxm

ì

+=

ï

í

ï

=+

î

,
[image: image462.wmf](

)

222

136330

kxkmm

+++-=



[image: image463.wmf]2

1212

22

633

,

1313

kmm

xxxx

kk

--

+==

++



[image: image464.wmf](

)

22

431

drmk

=Þ=+



[image: image465.wmf]242

2

22424

611094

1331

13169169

kmkkk

ABk

kkkkk

-++

æö

=+=×=×+

ç÷

+++++

èø



[image: image466.wmf]2

2

4

312

1

96

k

k

=´+£

++


当且仅当
[image: image467.wmf]2

2

1

9

k

k

=

,即
[image: image468.wmf]3

3

k

=±

时等号成立


[image: image469.wmf]1133

2

2222

OAB

SABr

D

\=´£´´=

,


[image: image470.wmf]OAB

\D

面积的最大值为
[image: image471.wmf]3

2

,此时直线方程
[image: image472.wmf]3

1

3

yx

=±±

.[来源:学科网]




11．【2017届湖南长沙一中高三月考五】如图,椭圆
[image: image474.wmf]22

22

1(ab0)

xy

ab

+=>>

的左焦点为
[image: image475.wmf]F

,过点
[image: image476.wmf]F

的直线交椭圆于
[image: image477.wmf]A

,
[image: image478.wmf]B

两点,
[image: image479.wmf]|AF|

的最大值是
[image: image480.wmf]M

,
[image: image481.wmf]|BF|

的最小值是
[image: image482.wmf]m

,且满足
[image: image483.wmf]2

3

4

Mma

=

g

.





（1）求椭圆的离心率；

（2）设线段
[image: image485.wmf]AB

的中点为
[image: image486.wmf]G

,线段
[image: image487.wmf]AB

的垂直平分线与
[image: image488.wmf]x

轴、
[image: image489.wmf]y

轴分别交于
[image: image490.wmf]D

,
[image: image491.wmf]E

两点,
[image: image492.wmf]O

是坐标原点,记
[image: image493.wmf]GFD

D

的面积为
[image: image494.wmf]1

S

,
[image: image495.wmf]OED

D

的面积为
[image: image496.wmf]2

S

,求
[image: image497.wmf]12

22

12

2

SS

SS

+

的取值范围.

【答案】（1）
[image: image498.wmf]1

2

；（2）
[image: image499.wmf]9

(0,)

41

．

【解析】(1)令
[image: image500.wmf](c,0)(c0)

F

->

,则
[image: image501.wmf]Mac

=+

,
[image: image502.wmf]mac

=-

.

由
[image: image503.wmf]2

3

4

Mma

=

g

,得
[image: image504.wmf]2

3

(ac)(ac)

4

a

+-=

,即
[image: image505.wmf]222

3

4

aca

-=

,即
[image: image506.wmf]22

4

ac

=

,
[image: image507.wmf]2

1

4

e

\=

,即
[image: image508.wmf]1

2

e

=

,

所以椭圆的离心率为
[image: image509.wmf]1

2

.

（2）由线段
[image: image510.wmf]AB

的垂直平分线分别与轴
[image: image511.wmf]x

、
[image: image512.wmf]y

轴交与点
[image: image513.wmf]D

、
[image: image514.wmf]E

,知
[image: image515.wmf]AB

的斜率存在且不为0.[来源:学&科&网]
令
[image: image516.wmf]AB

的方程为
[image: image517.wmf]xtyc

=-

.

联立
[image: image518.wmf]22

22

1

43

xtyc

xy

cc

=-

ì

ï

í

+=

ï

î

,得
[image: image519.wmf]222

(3t4)y690

ctyc

+--=

.


[image: image520.wmf]12

3

6

34

ct

yy

t

\+=

+

[image: image521.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




,
[image: image522.wmf]1212

2

8

(yy)2c

34

c

xxt

t

-

+=+-=

+

,
[image: image523.wmf]22

43

(,)

3434

cct

G

tt

-

\

++

.

由
[image: image524.wmf]DGAB

^

,得
[image: image525.wmf]2

2

3

1

34

1

4

34

D

ct

t

c

t

x

t

-

+

=-

+

+

g

,解之得
[image: image526.wmf]2

34

D

c

x

t

-

=

+

.

由
[image: image527.wmf]RtDGF

D

D

∽

RtDOE

,得
[image: image528.wmf]22

2

222

2

1

2

2

2

2

43

()()

343434

990

()

34

ccct

S

GD

ttt

t

c

SOD

t

-

++

+++

===+>

-

+

.

令
[image: image529.wmf]1

2

S

p

S

=

,则
[image: image530.wmf]9

p

>

,于是
[image: image531.wmf]12

22

12

2

2

1

SS

SS

p

p

=

+

+

.

而
[image: image532.wmf]1

p

p

+

上
[image: image533.wmf](9+)

¥

，

递增,
[image: image534.wmf]1182

9

99

p

p

\+>+=

.于是
[image: image535.wmf]12

22

12

2

29

82

41

9

SS

SS

<<

+

.

又
[image: image536.wmf]12

22

12

2

0

SS

SS

>

+

,
[image: image537.wmf]12

22

12

2

9

(0,)

41

SS

SS

\Î

+

,
[image: image538.wmf]12

22

12

2

SS

SS

\

+

的取值范围是
[image: image539.wmf]9

(0,)

41

.

12．【2017届贵州遵义南白中学高三上学期联考四】如图,已知椭圆的中心在坐标原点,焦点在
[image: image540.wmf]x

轴上,它的一个顶点为
[image: image541.wmf](0,2)

A

,且离心率等于
[image: image542.wmf]3

2

,过点
[image: image543.wmf](0,2)

M

的直线
[image: image544.wmf]l

与椭圆相交于不同两点
[image: image545.wmf]P

,
[image: image546.wmf]Q

,点
[image: image547.wmf]N

在线段
[image: image548.wmf]PQ

上．

[image: image549.png]@




（1）求椭圆的标准方程；

（2）设
[image: image550.wmf]||||

||||

PMMQ

PNNQ

l

==

uuuuruuuur

uuuruuur

,若直线
[image: image551.wmf]l

与
[image: image552.wmf]y

轴不重合,试求
[image: image553.wmf]l

的取值范围．

【答案】（1）
[image: image554.wmf]22

1

82

xy

+=

；（2）
[image: image555.wmf]2

l

>

．

【解析】（1）设椭圆的标准方程是
[image: image556.wmf]22

22

1(0)

xy

ab

ab

+=>>

,

由于椭圆的一个顶点是
[image: image557.wmf](0,2)

A

,故
[image: image558.wmf]2

2

b

=

,根据离心率是
[image: image559.wmf]3

2

得
[image: image560.wmf]22

2

3

2

cab

aa

-

==

,

解得
[image: image561.wmf]2

8

a

=

,所以椭圆的标准方程为
[image: image562.wmf]22

1

82

xy

+=

．

[image: image563.png](2) B PG 2 Q(0.72)s Nl 3o)s

BEEIANIEN y = ko 2, SHEHTZH

VB (U+4I8) +16kc+8=0,

SHEA A>2.





13．【2017届福建连城县二中高三上学期期中】设直线
[image: image564.wmf]l

：
[image: image565.wmf](1)

ykx

=+

与椭圆
[image: image566.wmf]222

3(0)

xyaa

+=>

相交于
[image: image567.wmf]A

,
[image: image568.wmf]B

两个不同的点,与
[image: image569.wmf]x

轴相交于点
[image: image570.wmf]C

,记
[image: image571.wmf]O

为坐标原点．

（1）证明：
[image: image572.wmf]2

2

2

3

13

k

a

k

>

+

；

（2）若
[image: image573.wmf]2

ACCB

=

uuuruuur

,
[image: image574.wmf]OAB

D

的面积取得最大值时椭圆方程．

【答案】（1）证明见解析；（2）
[image: image575.wmf]22

35

xy

+=

.

【解析】（1）依题意,直线
[image: image576.wmf]l

显然不平行于坐标轴,故
[image: image577.wmf](1)

ykx

=+

可化为
[image: image578.wmf]1

1

xy

k

=-

,

将
[image: image579.wmf]1

1

xy

k

=-

代入
[image: image580.wmf]222

3

xya

+=

,整理得
[image: image581.wmf]22

2

12

(3)10

yya

kk

+-+-=

,①

由直线
[image: image582.wmf]l

与椭圆相交于两个不同的点,得
[image: image583.wmf]22

2

21

()4(3)(1)0

a

kk

D=--+->

,

化简整理即得
[image: image584.wmf]2

2

2

3

13

k

a

k

>

+

．（*）

[image: image585.png]2k

(2) A(s.3), B —
(5. 31) B, K

), D, 8 3+ 3, =

17 AC =(-1-x.-3,), CB =(x; +1.,) . H1 AC =2CB, 1§ y, =2y,

HOGH:Z, #18 T

MBCHTER S =310C -3~

FHBRESMENHE K =10k :1? - FRA

fﬂ?},ﬁa@iﬂ%y *f; ék:ffﬁ,m@ﬁﬁ%y

Hk=





将
[image: image586.wmf]3

3

k

=

,
[image: image587.wmf]2

3

3

y

=-

及
[image: image588.wmf]3

3

k

=-

,
[image: image589.wmf]2

3

3

y

=

这两组值分别代入①,

均可解出
[image: image590.wmf]2

5

a

=

,

经验证,
[image: image591.wmf]2

5

a

=

,
[image: image592.wmf]3

3

k

=±

满足（*）式．

所以,
[image: image593.wmf]OAB

D

的面积取得最大值时椭圆方程为
[image: image594.wmf]22

35

xy

+=

．

14．【2016届黑龙江省哈尔滨师大附中高三12月考】已知椭圆[image: image595.wmf]M

：[image: image596.wmf]22

2

1(0)

3

xy

a

a

+=>

的一个焦点为[image: image597.wmf](1,0)

F

-

,左右顶点分别为[image: image598.wmf]A

,[image: image599.wmf]B

．

经过点[image: image600.wmf]F

的直线[image: image601.wmf]l

与椭圆[image: image602.wmf]M

交于[image: image603.wmf]C

,[image: image604.wmf]D

两点．

（Ⅰ）求椭圆方程；

（Ⅱ）记[image: image605.wmf]ABD

D

与[image: image606.wmf]ABC

D

的面积分别为[image: image607.wmf]1

S

和[image: image608.wmf]2

S

,求[image: image609.wmf]12

||

SS

-

的最大值．

【答案】（1）[image: image610.wmf]22

1

43

xy

+=

；（2）[image: image611.wmf]3

．

【解析】（I）因为[image: image612.wmf](1,0)

F

-

为椭圆的焦点,所以[image: image613.wmf]1,

c

=

又[image: image614.wmf]2

3,

b

=


所以[image: image615.wmf]2

4,

a

=

所以椭圆方程为[image: image616.wmf]22

1

43

xy

+=

  

（Ⅱ）当直线[image: image617.wmf]l

无斜率时,直线方程为[image: image618.wmf]1

x

=-

,

此时[image: image619.wmf]33

(1,),(1,)

22

DC

---

,  [image: image620.wmf],

ABDABC

DD

面积相等,[image: image621.wmf]12

||0

SS

-=

 

当直线[image: image622.wmf]l

斜率存在（显然[image: image623.wmf]0

k

¹

）时,设直线方程为[image: image624.wmf](1)(0)

ykxk

=+¹

,

设[image: image625.wmf]1122

(,),(,)

CxyDxy


和椭圆方程联立得到[image: image626.wmf]22

1

43

(1)

xy

ykx

ì

+=

ï

í

ï

=+

î

,消掉[image: image627.wmf]y

得[image: image628.wmf]2222

(34)84120

kxkxk

+++-=


显然[image: image629.wmf]0

D>

,方程有根,且[image: image630.wmf]22

1212

22

8412

,

3434

kk

xxxx

kk

-

+=-=

++

 

此时[image: image631.wmf]122121

|||2||||||2||

SSyyyy

-=-=+

[image: image632.wmf]21

2|(1)(1)|

kxkx

=+++


[image: image633.wmf]21

2

12||

2|()2|

34

k

kxxk

k

=++=

+

     

因为[image: image634.wmf]0

k

¹

,上式[image: image635.wmf]121212

3

3

3212
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