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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题一  与圆有关的最[image: image1.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




值问题

通过对近几年的高考试题的分析比较发现,高考对直线与圆的考查,呈现逐年加重的趋势,与圆有关的最值问题,更是高考的热点问题.由于圆既能与平面几何相联系,又能与圆锥曲线相结合,命题方式比较灵活,故与圆相关的最值问题备受命题者的青睐.本文就此问题从内容和处理方法上进行归纳,以帮助同学们攻克这个难点.

一、与圆相关的最值问题的联系点

1.1 与直线的倾斜角或斜率的最值问题

利用公式
[image: image2.wmf]k

＝
[image: image3.wmf]tan
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(
[image: image4.wmf]a

≠90°)将直线的斜率与倾斜角紧密联系到一起,通过正切函数的图象可以解决已知斜率的范围探求倾斜角的最值,或者已经倾斜角的范围探求斜率的最值.

处理方法：直线倾斜角的范围是[0,π),而这个区间不是正切函数的单调区间,因此根据斜率求倾斜角的[image: image5.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




范围时,要分eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))与eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))两种情况讨论．由正切函数图象可以看出,当α∈eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))时,斜率k∈[0,＋∞)；当α＝eq \f(π,2)时,斜率不存在；当α∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))时,斜率k∈(－∞,0)．
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【例1】坐标平面内有相异两点[image: image7.wmf]2
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【答案】C
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【点评】由斜率取值范围确定直线倾斜角的范围要利用正切函数y＝tan x的图象,特别要注意倾斜角取值范围的限制；求解直线的倾斜角与斜率问题要善于利用数形结合的思想,要注意直线的倾斜角由锐角变到直角及由直角变到钝角时,需依据正切函数y＝tan x的单调性求k的范围． 
【小试牛刀】【2017届山东菏泽一中宏志部高三上学期月考】若过点
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【答案】B

【解析】当过点
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 相切时,设斜率为
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,则此直线方程为
[image: image24.wmf]+2=k(23)

yx

+

,即
[image: image25.wmf]k2320

xyk

-+-=
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,故直线的倾斜角的取值范围是
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1.2 与距离有关的最值问题

在运动变化中,动点到直线、圆的距离会发生变化,在变化过程中,就会出现一些最值问题,如距离最小,最大等.这些问题常常联系到平面几何知识,利用数形结合思想可直接得到相关结论,解题时便可利用这些结论直接确定最值问题.常见的结论有：

（1）圆外一点
[image: image30.wmf]A

到圆上距离最近为
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,最远为
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；

（2）过圆内一点的弦最长为圆的直径,最短为该点为中点的弦；

（3）直线与圆相离,则圆上点到直线的最短距离为圆心到直线的距离
[image: image33.wmf]dr
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,最近为
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（4）过两定点的所有圆中,面积最小的是以这两个定点为直径端点的圆的面积.

（5）直线外一点与直线上的点的距离中,最短的是点到直线的距离；

（6）[image: image35.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




两个动点分别在两条平行线上运动,这两个动点间的最短距离为两条平行线间的距离.

【例2】 过点
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解析：要使
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最小,由余弦定理可知,需弦长
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最短.要使得弦长最短,借助结论可知当
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为弦的中点时最短.因圆心和
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【点评】与圆有关的长度或距离的最值问题的解法．一般根据长度或距离的几何意义,利用圆的几何性质数形结合求解．此题通过两次转化,最终转化为求过定点的弦长最短的问题.
【例3】【2016-2017学年湖北大冶市实验中学高二上学期月考】若圆
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【答案】C
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【点评】与切线长有关的问题及与切线有关的夹角问题,解题时应注意圆心与切点连线与切线垂直,从而得出一个直角三角形．

【小试牛刀】【2016届河北省武邑中学高三上学期测试】在平面直角坐标系[image: image61.wmf]xy

O

中,圆[image: image62.wmf]1

C:

[image: image63.wmf](

)

(

)

22

1625

xy

++-=

,圆[image: image64.wmf]2

C:

[image: image65.wmf](

)

(

)

22

2

1730

xyr

-+-=

．若圆[image: image66.wmf]2

C

上存在一点[image: image67.wmf]P

,使得过点[image: image68.wmf]P
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范围是（   ）
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【答案】A
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[来源:学科网ZXXK]
1.3  与面积相关的最值问题

 与圆的面积的最值问题,一般转化为寻求圆的半径相关的函数关系或者几何图形的关系,借助函数求最值的方法,如配方法,基本不等式法等求解,有时可以通过转化思想,利用数形结合思想求解.

【例4】 在平面直角坐标系中,
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【答案】A

【解析】设直线
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[image: image114.wmf]l

为准线的抛物线.圆C半径最小值为
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【例5】动圆C经过点
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．有最小值
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【答案】D

【解析】设圆心为
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【小试牛刀】【2016-2017学年广东潮阳黄图盛中学高二上期中】已知点A
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【答案】B
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二、与圆相关的最值问题的常用的处理方法

2.1 数形结合法

处理与圆有关的最值问题,应充分考虑圆的几何性质,并根据代数式的几何意义,借助数形结合思想求解.

【例6】已知实数x,y满足方程x2＋y2－4x＋1＝0,求：

(1)eq \f(y,x)的最大值和最小值；

(2)y－x的最大值和最小值；

(3)x2＋y2的最大值和最小值．
【分析】(1)利用斜率模型；(2)利用截距模型；(3)利用距离模型

【解析】原方程变形为(x－2)2＋y2＝3,表示以(2,0)为圆心,半径r＝eq \r(3)的圆．

(1)设eq \f(y,x)＝k,即[image: image147.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




y＝kx,由题知,直线y＝kx与圆恒有公共点,则圆心到直线的距离小于等于半径eq \r(3).

∴eq \f(|2k－0|,\r(k2＋1))≤eq \r(3).∴k2≤3,即－eq \r(3)≤k≤eq \r(3),∴eq \f(y,x)的最大值为eq \r(3),最小值为－eq \r(3).

(2)设y－x＝b,则当直线y－x＝b与圆相切时,b取最值,由eq \f(|2－0＋b|,\r(2))＝eq \r(3),得b＝－2±eq \r(6),

∴y－x的最大值为eq \r(6)－2,最小值为－2－eq \r(6).

(3)令d＝eq \r(x2＋y2)表示原点与点(x,y)的距离,

∵原点与圆心(2,0)的距离为2,∴dmax＝2＋eq \r(3),dmin＝2－eq \r(3).

∴x2＋y2的最大值为(2＋eq \r(3))2＝7＋4eq \r(3),最小值为(2－eq \r(3))2＝7－4eq \r(3).

【点评】研究与圆有关的最值问题时,可借助图形的性质,利用数形结合求解．常见的最值问题有以下几种类型：①形如μ＝eq \f(y－b,x－a)形式的最值问题,可转化为动直线斜率的最值问题；②形如t＝ax＋by形式的最值问题,可转化为动直线截距的最值问题；③形如(x－a)2＋(y－b)2形式的最值问题,可转化为动点到定点的距离的平方的最值问题．　　

【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三周考】已知直线
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【答案】B

【解析】设
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2.2 建立函数关系求最值

根据题目条件列出关于所求目标函数的关系式,然后根据关系的特点选用参数法、配方法、判别式法等进行求解.

【例7】设
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【答案】D[来源:Zxxk.Com]
【解析】依题意
[image: image174.wmf]Q

P

,

两点间的最大距离可以转化为圆心到椭圆上的点的最大距离再加上;圆的半径
[image: image175.wmf]2

.设
[image: image176.wmf](,)

Qxy

.圆心到椭圆的最大距离
[image: image177.wmf]222
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image178.wmf]2
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9()5052
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x
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.所以
[image: image179.wmf]Q

P

,

两点间的最大距离是
[image: image180.wmf]2

6

.故选D.

2.3 利用基本不等式求解最值

 如果所求的表达式是满足基本不等式的结构特征,如
[image: image181.wmf]ab

×

或者
[image: image182.wmf]ab

+

的表达式求最值,常常利用题设条件建立两个变量的等量关系,进而求解最值.同时需要注意,“一正二定三相等”的验证.

【例8】 设
[image: image183.wmf]mR

Î

,过定点A的动直线
[image: image184.wmf]0

xmy
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和过定点B的动直线
[image: image185.wmf]30

mxym
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交于点
[image: image186.wmf](,)
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,则
[image: image187.wmf]||||

PAPB
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的最大值是       .

【分析】根据
[image: image188.wmf]222

||||||10

PAPBAB
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,可用均值不等式求最值

【解析】易得
[image: image189.wmf](0,0),(1,3)
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[image: image190.wmf](,)

Pxy

,则消去
[image: image191.wmf]m

得：
[image: image192.wmf]22
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,所以点P在以AB为直径的圆上,
[image: image193.wmf]PAPB
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,
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【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三周考】设[image: image538.jpg]
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 EMBED Equation.DSMT4 
[image: image196.wmf],
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,若直线
[image: image197.wmf](
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[image: image198.wmf](
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[image: image199.wmf]mn
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的取值范围是（   ）
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【答案】D

【解析】直线与圆相切,圆心到直线的距离等于半径,即
[image: image204.wmf](
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,化简得
[image: image205.wmf]2
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,由基本不等式得
[image: image206.wmf]2
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[image: image207.wmf]tmn
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,则
[image: image208.wmf]2
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,解得
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  【迁移运用】

1．【2017河北卓越联盟上学期月考】由直线y＝x＋1上的一点向圆(x－3)2＋y2＝1引切线,则切线长的最小值为（   ）

A.1        B.
[image: image210.wmf]22

       C.
[image: image211.wmf]7

       D.3

【答案】C

【解析】圆的圆心为
[image: image212.wmf](
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,圆心到直线
[image: image213.wmf]10
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的距离为
[image: image214.wmf]31
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,所以由勾股定理可知切线长的最小值为
[image: image215.wmf](
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2．【2017福建福州外国语上期末模】已知平面上两点
[image: image216.wmf](
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,若圆
[image: image217.wmf](
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上存在点
[image: image218.wmf]P

,使得
[image: image219.wmf]90
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,则
[image: image220.wmf]a

的取值范围是（   ）
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【答案】C
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3．【2017届河南中原名校豫南九校高三上学期质检四】如果直线
[image: image226.wmf](
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的图象恒过同一个定点,且该定点始终落在圆
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【答案】A

【解析】根据指数函数的性质,可知函数
[image: image234.wmf](
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恒过定点
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,将点
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,可得
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,由于
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,解得
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,这说明点
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和
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为端点的线段上运动,所以
[image: image247.wmf]b
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的取值范围是
[image: image248.wmf]34
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.选A.

4．【2017届湖南师大附中高三上学期月考四】设直线
[image: image249.wmf]l

：
[image: image250.wmf]340
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,圆
[image: image251.wmf]C

：
[image: image252.wmf]22
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,若在圆
[image: image253.wmf]C

上存在两点
[image: image254.wmf]P

,
[image: image255.wmf]Q

,在直线
[image: image256.wmf]l

上存在一点
[image: image257.wmf]M

,使得
[image: image258.wmf]90
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,则
[image: image259.wmf]a

的取值范围是（   ）
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【答案】C

[image: image264.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




【解析】圆
[image: image265.wmf]C

半径为
[image: image266.wmf]2

,从直线上的点向圆上的点连线成角,当且仅当两条线均为切线时,所成的角最大,此时四边形
[image: image267.wmf]MPOQ

为正方形,边长为
[image: image268.wmf]2

,所以对角线
[image: image269.wmf]2
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,故圆心
[image: image270.wmf]C

到直线
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的距离
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,所以有
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,求出
[image: image274.wmf]164
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5．【2017湖北宜昌葛洲坝中学上期中】若圆C：x2＋y2－
[image: image275.wmf]22

x－
[image: image276.wmf]22

y－12＝0上有四个不同的点到直线l：x－y＋c＝0的距离为2,则c的取值范围是（   ）[来源:学科网]
A．[－2,2]               B．[－2
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【答案】D

【解析】圆C：x2＋y2－
[image: image281.wmf]22
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y－12＝0,配方为：
[image: image283.wmf](
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∵圆上有四个不同的点到直线l：x-y+c=0的距离为2,

∴圆心到直线l的距离
[image: image284.wmf]2
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解得
[image: image285.wmf]2222
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6．【2017届重庆市一中高三上学期期中】设
[image: image286.wmf]B
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在圆
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            B．
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            C．
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           D．
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【答案】D
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7．【2017届四川省高三高考适应性测试】已知圆的方程为
[image: image297.wmf]22
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,过点
[image: image298.wmf](
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的该圆的所有弦中,最短的弦长为（    ）

A.
[image: image299.wmf]1
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      B.
[image: image300.wmf]1

      C.2      D.4

【答案】C

【解析】
[image: image301.wmf]2222
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,最短的弦长为
[image: image302.wmf]22
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,选C.

8．【2017重庆万州二中上期中】已知圆[image: image303.wmf]22
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,直线 
[image: image304.wmf]2
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上至少存在一点[image: image305.wmf]P

,使得以点[image: image306.wmf]P

为圆心,半径为
[image: image307.wmf]1

的圆与圆
[image: image308.wmf]C

有公共点,则
[image: image309.wmf]k

的最小值是（   ）
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【答案】A

【解析】因为圆
[image: image314.wmf]C

的方程为
[image: image315.wmf]22
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,整理得
[image: image316.wmf]22
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,所以圆心为
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,半[image: image318.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




径为
[image: image319.wmf]1
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,又因为直线
[image: image320.wmf]2
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上至少存在一点[image: image321.wmf]P

,使得以点[image: image322.wmf]P

为圆心,半径为
[image: image323.wmf]1

的圆与圆
[image: image324.wmf]C

有公共点,所以点
[image: image325.wmf]C

到直线
[image: image326.wmf]2
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的距离小于或等于
[image: image327.wmf]2

,所以
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,化简
[image: image329.wmf]2
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,解得
[image: image330.wmf]4
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,所以
[image: image331.wmf]k

的最小值是
[image: image332.wmf]4
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,故选A.

9．【2016学年四川省雅安中学期中】已知点P（t,t[image: image333.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




）,t∈R,点m是圆
[image: image334.wmf]22
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上的动点,点N是圆
[image: image335.wmf]22

1

(2)

4
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上的动点,则
[image: image336.wmf]PNPM

-

的最大值是（  ）

[image: image337.png]


              B．2           [image: image338.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




   C．3                 D．[image: image339.png]



【答案】B

【解析】如图：

[image: image340.png]



圆 
[image: image341.wmf]22
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的圆心E（0,1）,圆的圆心 F（2,0）,这两个圆的半径都是
[image: image342.wmf]2

1

 
要使|PN||-|PM|最大,需|PN|最大,且|PM|最小,由图可得,|PN|最大值为|PF|+
[image: image343.wmf]2

1

,
PM|的最小值为|PE|-
[image: image344.wmf]2

1



[image: image345.wmf]PNPM
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=|PF|-|PE|+1,点P（t,t）在直线 y=x上,E（0,1）关于y=x的对称点E′（1,0）,直线FE′与y=x的交点为原点O,则|PF|-|PE|=|PF|-|PE′|≤|E′F|=1,故|PF|-|PE|+1的最大值为1+1=2,故答案为B．
10．【2016届浙江省临海市台州中学高三上第三次统练】已知
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是直线
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是切点,若四边形
[image: image351.wmf]PACB

的最小面积是2,则
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的值为（   ）
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【答案】D

【解析】圆
[image: image356.wmf]C

的方程可化为
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,因为四边形
[image: image358.wmf]PACB

的最小面积是
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,且此时切线长为
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,故圆心
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image365.wmf]5

,解得
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,所以
[image: image368.wmf]2
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11．【2016湖北宜昌一中高二上学期期中】．直线 
[image: image369.wmf])
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[image: image370.wmf]2
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相交于A,B两点,且△AOB是直角三角形（O是坐标原点）,则点P（a,b）与点（0,1）之间距离的最大值是 

A．

 EMBED Equation.3 [image: image372.wmf]4
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     B．4      C．
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【答案】D
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12．【2016届安徽省六安一中高三上第五次月考】已知AC,BD为圆
[image: image376.wmf]22
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的两条相互垂直的弦,垂足为
[image: image377.wmf](1,2)

M

,则四边形ABCD面积的最大值为         ．

【答案】27 

【解析】圆
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的圆心坐标为
[image: image379.wmf](0,0)
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,半径为4,设圆心
[image: image380.wmf]O

到
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的距离分别为
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dd

、

,因为垂足为
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,所以四边形ABCD的面积
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,当且仅当
[image: image386.wmf]22
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时等号成立．

13．【2016届广西河池高中高三上第五次月考】在平面直角坐标系
[image: image387.wmf]xOy

中,以点
[image: image388.wmf](1,0)

为圆心,且与直线
[image: image389.wmf]210()
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相切的所有圆中,半径最大的圆的标准方程是________．

【答案】
[image: image390.wmf]22
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【解析】因为直线
[image: image391.wmf]210
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恒过定点
[image: image392.wmf](2,1)

-

,所以圆心
[image: image393.wmf](1,0)

到直线
[image: image394.wmf]210

mxym

---=

的最大距离为
[image: image395.wmf]22

(21)(01)2

d

=-++=

,所以半径最大时的半径
[image: image396.wmf]2

=

r

,所以半径最大的圆的标准方程为
[image: image397.wmf]22

(1)2

xy

-+=

．

14．【2016届江苏省如东高中高三上学期期中】在平面直角坐标系xOy中,已知点
[image: image398.wmf](2,0)

A

-

,点B是圆
[image: image399.wmf]22

:(2)4

Cxy

-+=

上的点,点M为AB中点,若直线
[image: image400.wmf]:5

lykxk

=-

上存在点P,使得
[image: image401.wmf]30

OPM

Ð=

o

,则实数
[image: image402.wmf]k

的取值范围为________．

【答案】[image: image403.wmf]22

k

-££


【解析】因为点M为AB中点,所以
[image: image404.wmf]1

1

2

OMCB

==

,即点M轨迹为以原点为圆心的单位圆,当PM为单位圆切线时,
[image: image405.wmf]OPM

Ð

取最大值,即
[image: image406.wmf]30

OPM

Ð³

o

,从而
[image: image407.wmf]1

2
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OP

OPM
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,因此原点到直线
[image: image408.wmf]:5

lykxk
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距离不大于2,即
[image: image409.wmf]2
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15．【2016届贵州省贵阳市一中高三上学期第三次月考】已知圆
[image: image410.wmf]22

240

xyxya

++-+=

关于直线
[image: image411.wmf]2

yxb

=+

成轴对称,则
[image: image412.wmf]ab

-

的取值范围是       ．

【答案】
[image: image413.wmf](

)

,1
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【解析】圆的标准方程为
[image: image414.wmf]22

(1)(2)5

xya

++-=-

,圆心为
[image: image415.wmf](12)

-

，

,半径为
[image: image416.wmf]5

a
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,∴
[image: image417.wmf]50

a

->

,即
[image: image418.wmf]5

a

<

．将圆心代入直线方程
[image: image419.wmf]2

yxb

=+

,得
[image: image420.wmf]41

bab
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∴

．

16.已[image: image421.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




知圆
[image: image422.wmf]22

:   (01)

Oxycc

+=<

≤

,点
[image: image423.wmf] (, )

Pab

是该圆面（包括⊙O圆周及内部）上一点,则
[image: image424.wmf]abc

++

的最小值等于　　　　　　　．

【答案】
[image: image425.wmf]1

2
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【解析】依题意可得
[image: image426.wmf]22

abc

+£

.令
[image: image427.wmf]zabc

=++

.所以
[image: image428.wmf],

ab

满足如图所示.所以目标函数
[image: image429.wmf]bazc

=-+-

.所以当目标函数与直线相切的时候z最小.由圆心到直线的距离可得.
[image: image430.wmf]2

zcc
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image432.wmf]2
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.所以当且仅当
[image: image433.wmf]1
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时,
[image: image434.wmf]min
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17.在平面直角坐标系
[image: image435.wmf]xOy

中,已知点
[image: image436.wmf](3,0)

P

在圆
[image: image437.wmf]222

:24280

Cxymxym

+--+-=

内,动直线
[image: image438.wmf]AB

过点
[image: image439.wmf]P

且交圆
[image: image440.wmf]C

于
[image: image441.wmf],

AB

两点,若△ABC的面积的最大值为
[image: image442.wmf]16

,则实数
[image: image443.wmf]m

的取值范围为      ．

【答案】
[image: image444.wmf][323,327)(327,323]
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18.在平面直角坐标系
[image: image446.wmf]xOy

中,圆C的方程为
[image: image447.wmf]22
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．若直线
[image: image448.wmf](1)

ykx
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上存在一点
[image: image449.wmf]P

,使过
[image: image450.wmf]P

所作的圆的两条切线相互垂直,则实数
[image: image451.wmf]k

的取值范围是    ．

【答案】
[image: image452.wmf]22,22
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【解析】圆C的方程为
[image: image453.wmf]22

(2)4
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．先将“圆的两条切线相互垂直”转化为“点[image: image454.wmf]P

到圆心的距离为[image: image455.wmf]22

”,再将“直线上存在点[image: image456.wmf]P

到圆心的距离为[image: image457.wmf]22

”转化为“圆心到直线的距离小于等于[image: image458.wmf]22

”,即
[image: image459.wmf]2
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19.设P为直线3x＋4y＋3＝0上的动点,过点P作圆C：x2＋y2－2x－2y＋1＝0的两条切线,切点分别为A,B,则四边形PACB的面积的最小值为________．

【答案】eq \r(3)
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20. 已知
[image: image461.wmf]ABC

D

的三个顶点
[image: image462.wmf](1,0)

A
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,
[image: image463.wmf](1,0)

B

,
[image: image464.wmf](3,2)

C

,其外接圆为
[image: image465.wmf]H

e

．

(1)若直线
[image: image466.wmf]l

过点
[image: image467.wmf]C

,且被
[image: image468.wmf]H

e

截得的弦长为2,求直线
[image: image469.wmf]l

的方程；

(2)对于线段
[image: image470.wmf]BH

上的任意一点
[image: image471.wmf]P

,若在以
[image: image472.wmf]C

为圆心的圆上都存在不同的两点
[image: image473.wmf],

MN

,使得点
[image: image474.wmf]M

是线段
[image: image475.wmf]PN

的中点,求
[image: image476.wmf]C

e

的半径
[image: image477.wmf]r

的取值范围．

解：(1)线段
[image: image478.wmf]AB

的垂直平分线方程为
[image: image479.wmf]0

x
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,线段
[image: image480.wmf]BC

的垂直平分线方程为
[image: image481.wmf]30
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,所以外接圆圆心
[image: image482.wmf](0,3)
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,半径
[image: image483.wmf]22
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,
[image: image484.wmf]H

e

的方程为
[image: image485.wmf]22
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设圆心
[image: image486.wmf]H

到直线
[image: image487.wmf]l

的距离为
[image: image488.wmf]d

,因为直线
[image: image489.wmf]l

被
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截得的弦长为2,所以
[image: image491.wmf]2
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当直线
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垂直于
[image: image493.wmf]x

轴时,显然符合题意,即
[image: image494.wmf]3
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为所求；

当直线
[image: image495.wmf]l

不垂直于
[image: image496.wmf]x

轴时,设直线方程为
[image: image497.wmf]2(3)
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综上,直线
[image: image500.wmf]l

的方程为
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或
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．[来源:学科网]
(2) 直线
[image: image503.wmf]BH

的方程为
[image: image504.wmf]330
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,设
[image: image505.wmf](,)(01),(,)
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因为点
[image: image506.wmf]M

是点
[image: image507.wmf]P

,
[image: image508.wmf]N

的中点,所以
[image: image509.wmf](,)
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[image: image511.wmf]r

的
[image: image512.wmf]C

e

上,

所以
[image: image513.wmf]222

222

(3)(2),

(3)(2).

22

xyr

mxny

r

ì

-+-=

ï

í

++

-+-=

ï

î

即
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因为该关于
[image: image515.wmf],

xy

的方程组有解,即以
[image: image516.wmf](3,2)

为圆心
[image: image517.wmf]r

为半径的圆与以
[image: image518.wmf](6,4)

mn
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为圆心
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又
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在[0,1]上的值域为[eq \f(32,5),10],故
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又线段
[image: image527.wmf]BH

与圆
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无公共点,所以
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