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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题三：三角形中的不等问题

    在△ABC中,如果A,B,C对应边分别用a,b,c表示,则常见的等式有：A＋B＋C＝π,
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(正弦定理),c2＝a2＋b2－2abcosC(余弦定理)等,而其中隐藏的不等关系也很多,如0＜A＜π,0＜A＋B＜π,|a－b|＜c＜a＋b,如果是锐角三角形,则还有0＜A＜
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＜A＋B＜π,a2＋b2＞c2等等,解题中充分利用这些关系,结合不等式相关性质,可以求出相关变量或解析式的准确范围.

 一、角或角的三角函数的范围或最值
【例1】【2016届重庆市巴蜀中学高三上学期第三次月考】△
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的面积为
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【分析】把
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用一个角的三角函数表示,然后根据角的范围用函数单调性求
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【解析】由
[image: image10.wmf]6

7

S

BABC

×=

uuuruuur

,得
[image: image11.wmf]61

cossin

2

7

caBacB

=´

,即
[image: image12.wmf]3

cossin

7

BB

=

,又
[image: image13.wmf]22

cossin1

BB

+=

,所以
[image: image14.wmf]3

cos

4

B

=

．
[image: image15.wmf]22

1cos21cos2

sinsin

22

AC

AC

--

+=+

[image: image16.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




＝
[image: image17.wmf]1cos[()()]

2

ACAC

-++-

＋
[image: image18.wmf]1cos[()()]

2

ACAC

-+--

＝
[image: image19.wmf]cos()cos()1

ACAC

+-+

＝
[image: image20.wmf]coscos()1

BAC

-+

＝
[image: image21.wmf]3

cos()1

4

AC

-+

．因为
[image: image22.wmf]0

AB

p

<<-

,
[image: image23.wmf]0

CB

p

<<-

,所以
[image: image24.wmf]BACB

pp

-<-<-

,所以当
[image: image25.wmf]AC

=

时,
[image: image26.wmf]max

cos()1

AC

-=

,当
[image: image27.wmf]ACB

p

-=-

或
[image: image28.wmf]ACB

p

-=-

时,
[image: image29.wmf]min

3

cos()cos

4

ACB

-=-=-

,所以
[image: image30.wmf]737

cos()1

1644

AC

<-+£

,即
[image: image31.wmf]22

sinsin

AC

+

的取值范围是
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【答案】
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【点评】求三角函数式的范围一般是先确定角的范围,利用利用三角函数的单调性及有界性求范围与最值,有时也利用基本不等式求最值.
【小试牛刀】【2016山东高考数学】在
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中,角
[image: image35.wmf]A

,
[image: image36.wmf]B

,
[image: image37.wmf]C

的对边分别为
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（1）求证：
[image: image42.wmf]2

abc

+=

；
（2）求
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二、边的范围或最值
【例2】【2017河南省天一大联考】在△
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中,若
[image: image45.wmf]3sin2sin

CB

=

,点
[image: image46.wmf]E

,
[image: image47.wmf]F

分别是
[image: image48.wmf]AC

,
[image: image49.wmf]AB

的中点,则
[image: image50.wmf]BE

CF

的取值范围为     ．
【分析】先得出
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,设
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【解析】设
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, 所以由正弦定理得
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,故答案为
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【点评】本题主要考查三角形中位线定理、正弦定理及求范围问题,属于难题.求范围问题的常见方法有 ①配方法；②换元法；③不等式法；④图象法；⑤函数单调性法：将问题转化为关于某一参变量的函数后,首先确定函数的定义域,然后准确地找出其单调区间 ,最后再根据其单调性求凼数的值域；本题就是先将
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的函数,再根据方法⑤解答的.
【小试牛刀】【2017湖北襄阳市四校高三上学期期中联考】在
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三、周长的范围或最值
【例3】已知a,b,c分别为△ABC三个内角A,B,C的对边,
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(1)求A的大小；  

(2)若a＝7,求△ABC的周长的取值范围．
【分析】(1)条件中的等式
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给出了边角满足的关系式,利用正弦定理,统一为角之间的关系,消去(替换掉)B和C,即可求出A的值；(2)根据题意可知,欲求周长的取值范围,即求b＋c的取值范围,首先显然有b＋c＞a＝7,再由余弦定理结合基本不等[image: image78.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




式可知
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(2)由已知：
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当且仅当b＝c＝7时等号成立,∴
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从而△ABC的周长的取值范围是(14,21]．
【点评】周长问题也可看做是边长问题的延伸,所以在解决周长相关问题时,着眼于边长之间的关系,结合边长求最值(范围)的解决方式,通常都能找到正确的解题途径.

【小试牛刀】【2016届贵州省贵阳一中高三上学期第三次月考】
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（1）求角
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（2）若
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四、面积的范围与最值
【例4】如图,在等腰直角三角形OPQ中,∠POQ＝90°,OP＝2
[image: image97.wmf]2

,点M在线段PQ上．
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(1)若
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(2)若点N在线段MQ上,且∠MON＝30°,问：当∠POM取何值时,△OMN的面积最小？并求出面积的最小值．
【分析】第(1)题利用余弦定理求MP的长,难度不大；第(2)题求△OMN的面积最小值,前面的要求也很明确：以∠POM为自变量,因此[image: image100.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




,本题的中点就是如何将△OMN的面积表示为∠POM的函数关系式,进而利用函数最值求解.其中,利用正弦定理将OM和ON的长表示为∠POM的函数是关键.

【解析】(1)在
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在
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因为
[image: image123.wmf]060

a

°££°

,
[image: image124.wmf]30230150

a

°£+°£°

,

所以当
[image: image125.wmf]30

a

=°

时,
[image: image126.wmf](

)

sin230

a

+°

的最大值为
[image: image127.wmf]1

,此时
[image: image128.wmf]OMN

D

的面积取到最小值．
即
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【点评】面积问题是边长与角问题的综合,解题中既要考虑边的变化,也要考虑相关角的变化,通常是利用面积公式,将其转化为同一类元素,然后利用三角函数范围或者实数的不等关[image: image131.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




系求解.

【小试牛刀】【2017河南新乡高三上学期第一次调研测试】在
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（1）求
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五、与其它知识点的综合问题
【例5】已知O为△ABC的外心,
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【解析】如图所示,以BC边所在直线[image: image146.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




为x轴,BC边的垂直平分线为y轴建立直角坐标系(D为BC边的中点)．
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性质可得∠BOD＝∠COD＝∠BAC．
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【答案[image: image168.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




】D
【点评】三角函数值也是一个实数,所以,它也可以与其他实数进行代数运算,也可以与其它知识点进行交汇,如向量、数列、不等式等等,解题中要综合这些知识和相关方法,灵活处理,才能既快又准的解决问题.

【小试牛刀】【2017河北省冀州中学高三上学期第二次阶段考试】如图,已知平面上直线
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迁移运用
1.【2017河北省冀州中学上学期第二次阶段考试】在锐角
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,
[image: image203.wmf]B

的对边长）（   ）
A．
[image: image204.wmf](2,3)

                    B．
[image: image205.wmf](3,2)

              [image: image206.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




    C.
[image: image207.wmf](0,2)

             D．
[image: image208.wmf](2,2)


2.在△ABC中,角A、B、C所对的边分别为a、b、c,且BC边上的高为
[image: image209.wmf]a

6

3

,则
[image: image210.wmf]c

b

b

c

+

 的最大值是(       )

A.8       [image: image211.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




      B. 6             C.
[image: image212.wmf]2

3

             D.4

3.在△ABC中,角A,B,C所对应的边分别为
[image: image213.wmf]c

b

a

,

,

,则
[image: image214.wmf]"

"

b

a

£

是
[image: image215.wmf]"

sin

sin

"

B

A

£

的（    ）
A.充分必要条件   [image: image216.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




     B[image: image217.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




.充分非必要条件
C.必要非充分条件      D.非充分非必要条件
4.
[image: image218.wmf]ABC

D

各角的对应边分别为
[image: image219.wmf]c

b

a

,

,

,满足
[image: image220.wmf]1

³

+

+

+

b

a

c

c

a

b

,则角
[image: image221.wmf]A

的范围是（   ）
A．
[image: image222.wmf](0,]

3

p

        B．
[image: image223.wmf](0,]

6

p

       C．
[image: image224.wmf][,)

3

p

p

      D．
[image: image225.wmf][,)

6

p

p


5.【2016学年湖南省株洲县五中高二下学期第一次月考】锐角
[image: image226.wmf]ABC

D

中,已知
[image: image227.wmf]3

,

3

p

=

=

A

a

,则
[image: image228.wmf]bc

c

b

+

+

2

2

的取值范围是  （      ）
A．
[image: image229.wmf](

]
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,
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        B．
[image: image230.wmf](
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 EMBED Equation.3 \* MERGEFORMAT [image: image231.wmf]              C．
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 EMBED Equation.3 \* MERGEFORMAT [image: image233.wmf] [image: image234.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




      D．
[image: image235.wmf](

]
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6.设锐角[image: image236.wmf]ABC

D

的三内角[image: image237.wmf]A

、[image: image238.wmf]B

、[image: image239.wmf]C

所对边的边长分别为[image: image240.wmf]a

、[image: image241.wmf]b

、[image: image242.wmf]c

,且 [image: image243.wmf]1

=

a

,[image: image244.wmf]A

B

2

=

, 则[image: image245.wmf]b

的取值范围为（     ）
A.[image: image246.wmf](

)

3

,

2

         B.[image: image247.wmf](

)

3

,

1

        C.[image: image248.wmf](

)
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,
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         D.[image: image249.wmf](

)
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,
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7.在锐角三角形ABC中,a,b,c分别为内角A,B,C的对边,若A＝2B,给出下列命题：
①
[image: image250.wmf]π

π

64

B

<<

；②
[image: image251.wmf](2,3]

a

b

Î

；③a2＝b2＋bc．其中正确的个数是(     )．
A．
[image: image252.wmf]0

            B．
[image: image253.wmf]1

            C．
[image: image254.wmf]2

            D．
[image: image255.wmf]3

[来源:学科网ZXXK]
8.【2017广西梧州高三上学期摸底联考】已知
[image: image256.wmf]ABC

D

中,角
[image: image257.wmf]3

,,

2

BCA

成等差数列,且
[image: image258.wmf]ABC

D

的面积为
[image: image259.wmf]12

+

,则
[image: image260.wmf]AB

边的最小值是__________．
9.【2017河北省沧州市第一中学10月月考】已知
[image: image261.wmf]ABC

D

的三个内角
[image: image262.wmf]ABC

，

，

的对边依次为
[image: image263.wmf]abc

，

，

,外接圆半径为1,且满足
[image: image264.wmf]tan2

tan

Acb

Bb

-

=

,则
[image: image265.wmf]ABC

D

面积的最大值为___________.

10.【2016届宁夏银川市二中高三上学期统练】
[image: image266.wmf]ABC

D

为锐角三角形,内角
[image: image267.wmf]C

B

A

,

,

的对边长分别为
[image: image268.wmf]c

b

a

,

,

,已知
[image: image269.wmf]2

=

c

,且
[image: image270.wmf]A

A

B

C

2

sin

2

)

sin(

sin

=

-

+

,则
[image: image271.wmf]a

的取值范围是______________；
11.【2016届河北省衡水中学高三上学期三调考】
[image: image272.wmf]ABC

D

中,
[image: image273.wmf]603

BAC

=°=

，

,则
[image: image274.wmf]2

ABBC

+

的最大值为            ．
12.【2016届安徽省示范高中高三第一次联考】在
[image: image275.wmf]ABC

D

中,若
[image: image276.wmf]22

2,10

ABACBC

=+=

,则
[image: image277.wmf]ABC

D

的面积取最大值的边长等于        .

13.【2016江西省新余市高三第二次模拟考试】在
[image: image278.wmf]ABC

D

中,
[image: image279.wmf]o

30

=

Ð

B

,
[image: image280.wmf]5

=

AC

,
[image: image281.wmf]D

是边
[image: image282.wmf]AB

上一点.

（1）求
[image: image283.wmf]ABC

D

的面积的最大值；       [来源:学|科|网Z|X|X|K]
（2）若
[image: image284.wmf]2

=

CD

,
[image: image285.wmf]ACD

D

的面积为2,
[image: image286.wmf]ACD

Ð

为锐角,求
[image: image287.wmf]BC

的长.

 [image: image288.png]



14．【2017届甘肃天水一中高三12月月考】在
[image: image289.wmf]ABC

D

中,角
[image: image290.wmf]A

,
[image: image291.wmf]B

,
[image: image292.wmf]C

的对边分别[image: image293.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




为
[image: image294.wmf]a

,
[image: image295.wmf]b

,
[image: image296.wmf]c

,已知向量
[image: image297.wmf](cos,cos)

mAB

=

ur

,
[image: image298.wmf](,2)

nacb

=-

r

,且
[image: image299.wmf]//

mn

urr

．
（1）求角
[image: image300.wmf]A

的大小；
（2）若
[image: image301.wmf]4

a

=

,求
[image: image302.wmf]D


[image: image303.wmf]ABC

面积的最大值．
15．【2017届甘肃天水一中高三理12月月考】在
[image: image304.wmf]ABC

D

中,
[image: image305.wmf]222

2

acbac

+=+

．
（1）求
[image: image306.wmf]B

Ð

的大小；
（2）求
[image: image307.wmf]2coscos

AC

+

的最大值．
16【2017届云南曲靖一中高三理上学期月考】．△
[image: image308.wmf]ABC

的内角
[image: image309.wmf]A

,
[image: image310.wmf]B

,
[image: image311.wmf]C

的对边分别为
[image: image312.wmf]a

,
[image: image313.wmf]b

,
[image: image314.wmf]c

,已知
[image: image315.wmf]cos3sin

abCcB

=+

．
（1）求
[image: image316.wmf]B

；
（2）若
[image: image317.wmf]22

b

=

,求△
[image: image318.wmf]ABC

面积的最大值．
17．【2017届山西晋中榆社中学高三11月月考】在
[image: image319.wmf]ABC

D

中,角
[image: image320.wmf],,

ABC

所对边分别为
[image: image321.wmf],,

abc

,已知向量
[image: image322.wmf](

)

(

)

2

,,,1

mbcabcnbc

=++=+-

rr

,且
[image: image323.wmf]0

mn

=

rr

g

．
（1）求角
[image: image324.wmf]A

的大小；
（2）若
[image: image325.wmf]3

a

=

,求
[image: image326.wmf]ABC

D

的周长的最大值．
18．【2017届山东菏泽一中宏志部高三上学期月考】在
[image: image327.wmf]ABC

△

中,角
[image: image328.wmf]      

ABC

，

，

的对边分别为
[image: image329.wmf]      

abc

，

，

,且角
[image: image330.wmf]      

ABC

，

，

成等差数列.

（Ⅰ）若
[image: image331.wmf]13   3

ba

==

，

,求边
[image: image332.wmf]c

的值；
（Ⅱ）设
[image: image333.wmf]sinsin

tAC

=

,求
[image: image334.wmf]t

的最大值.

19.【2017届河北武邑中学高三】如图,海上有
[image: image335.wmf]A

、
[image: image336.wmf]B

两个小岛相距
[image: image337.wmf]10km

,船
[image: image338.wmf]O

将保持观望
[image: image339.wmf]A

岛和
[image: image340.wmf]B

岛所成的视角为
[image: image341.wmf]60

°

,现从船
[image: image342.wmf]O

上派下一只小艇沿
[image: image343.wmf]BO

方向驶至
[image: image344.wmf]C

处进行作业,且
[image: image345.wmf]OCBO

=

．设
[image: image346.wmf]km

ACx

=

．
[image: image347.png]CB




（1）用
[image: image348.wmf]x

分别表示
[image: image349.wmf]22

OAOB

+

和
[image: image350.wmf]OAOB

×

,并求出
[image: image351.wmf]x

的取值范围；
（2）0晚上小艇在
[image: image352.wmf]C

处发出一道强烈的光线照射
[image: image353.wmf]A

岛,
[image: image354.wmf]B

岛至光线
[image: image355.wmf]CA

的距离为
[image: image356.wmf]BD

,求
[image: image357.wmf]BD

的最大值．
20.【2017届湖南师大附中高三上学期月考】在
[image: image358.wmf]ABC

D

中,角
[image: image359.wmf]A

,
[image: image360.wmf]B

,
[image: image361.wmf]C

所对的边分别为
[image: image362.wmf]a

,
[image: image363.wmf]b

,
[image: image364.wmf]c

,且满足
[image: image365.wmf]cos2cos22sin()sin()

33

CACC

pp

-=+×-

．[来源:学科网ZXXK]
（1）求角
[image: image366.wmf]A

的值；
（2）若
[image: image367.wmf]3

a

=

,
[image: image368.wmf]ba

³

,求
[image: image369.wmf]2

bc

-

的取值范围．
21．【2017河北冀州中学上学期月考】已知在△
[image: image370.wmf]ABC

中,内角
[image: image371.wmf]A

,
[image: image372.wmf]B

,
[image: image373.wmf]C

的对边分别为
[image: image374.wmf]a

,
[image: image375.wmf]b

,
[image: image376.wmf]c

,且
[image: image377.wmf]cos

aC

,
[image: image378.wmf]cos

bA

,
[image: image379.wmf]cos

cA

成等差数列．
（1）求角
[image: image380.wmf]A

的大小；
（2）若
[image: image381.wmf]3

a

=

,
[image: image382.wmf]1

()

2

ADABAC

=+

uuuruuuruuur

,求
[image: image383.wmf]||

AD

uuur

的最大值．
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