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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题五：圆锥曲线的定值、定点问题

圆锥曲线是解析几何的重要内容之一,也是高考重点考查的内容和热点,知识综合性较强,对学生逻辑思维能力计算能力等要求很高,这些问题重点考查学生方程思想、函数思想、转化与化归思想的应用．定值问题与定点问题是这类题目的典型代表,为了提高同学们解题效率,特别是高考备考效率,本文列举了一些典型的[image: image1.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




定点和定值问题,以起到抛砖引乇的作用．

一、定点问题
求解直线和曲线过定点问题的基本思路是：把直线或曲线方程中的变量x,y当作常数看待,把方程一端化为零,既然是过定点,那么这个方程就要对任意参数都成立,这时参数的系数就要全部等于零,这样就得到一个关于x,y的方程组,这个方程组的解所确定的点就是直线或曲线所过的定点,或者可以通过特例探求,再用一般化方法证明．

【例1】【四川省2017年普通高考适应性测试】已知直线
[image: image2.wmf]l

的方程为
[image: image3.wmf]2

yx

=+

,点
[image: image4.wmf]P

是抛物线
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上到直线
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距离最小的点,点
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线上异于点
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的点,直线
[image: image10.wmf]AP

与直线
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交于点
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,过点
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与
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轴平行的直线与抛物线
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交于点
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（Ⅰ）求点
[image: image18.wmf]P

的坐标；

（Ⅱ）证明直线
[image: image19.wmf]AB

恒过定点,并求这个定点的坐标.

【分析】（Ⅰ）到直线
[image: image20.wmf]l

距离最小的点,可根据点到直线距离公式,取最小值时的点；也可根据几何意义得为与直线
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平行且与抛物线相切的切点：如根据点
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到直线
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的距离


[image: image24.wmf](

)

2

0

2

0

0

00

2

24

2

4

2

2

2242

y

y

y

xy

d

-+

-+

-+

===³

得当且仅当
[image: image25.wmf]0
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时取最小值,（Ⅱ）解析几何中定点问题的解决方法,为以算代证,即先求出直线AB方程,根据恒等关系求定点.先设点
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,求出直线AP方程
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,与直线
[image: image29.wmf]l

方程联立,解出点
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纵坐标为
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点的坐标为
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,再根据两点式求出直线AB方程
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,最后根据方程对应
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恒成立得定点
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【解析】（Ⅰ）设点
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的坐标为
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所以,点
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到直线
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的距离


[image: image42.wmf](

)

2

0

2

0

0

00

2

24

2

4

2

2

2242

y

y

y

xy

d

-+

-+

-+

===³

.

当且仅当
[image: image43.wmf]0
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时等号成立,此时
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点坐标为
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当
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的斜率
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所以直线
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的方程为
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整理得
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当
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时,上式对任意
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恒成立,

此时,直线
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恒过定点
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当
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时,直线
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的方程为
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,仍过定点
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故符合题意的直线
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恒过定点
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考点：抛物线的标准方程与几何性质、直线方程、直线与抛物线的位置关系

【点评】 圆锥曲线中定点问题的两种解法

(1)引进参数法：引进动点的坐标或动线中系数为参数表示变化量,再研究变化的量与参数何时没有关系,找到定点．

(2)特殊到一般法：根据动点或动线的特殊情况探索出定点,再证明该定点与变量无关．

【小试牛刀】已知A、B是椭圆
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上的两点,且
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,其中F为椭圆的右焦点.

(1)求实数
[image: image67.wmf]l

的取值范围;

(2)在x轴上是[image: image68.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




否存在一个定点M,使得
[image: image69.wmf]MB

MA
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为定值?若存在,求出定值和定点坐标；若不存在,说明理由.
【分析】(1)利用A、F、B共线及其所在位置,找出λ满足的关系式,求出范围；(2)假设这样的M点存在,利用
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为定值寻求相应点的坐标.
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(2)设
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]2

1

2

1

)

1

)(

1

(

y

y

a

my

a

my

+

-

+

-

+

=



[image: image75.wmf]2

2

1

2

1

2

)

1

(

)

)(

1

(

)

1

(

a

y

y

a

m

y

y

m

-

+

+

-

+

+

=



 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf]2
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为定值,所以
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故存在定点
[image: image80.wmf])

0

,

4

5

(

M

,使得
[image: image81.wmf]MB

MA

×

为定值
[image: image82.wmf]16

7

-

.

(经检验,当
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与
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轴重合时也成立)                 (13分)

【点评】本题第二问可以利用观察的方法,或者可以将比值设为k,去分母待定系数处理．

二、定值问题

解析几何中的定值问题是指某些几何量(线段的长度、图形的面积、角的度数、直线的斜率等)的大小或某些代数表达式的值等和题目中的参数无关,不依参数的变化而变化,而始终是一个确定的值,求定值问题常见的方法有两种：

①从特殊入手,求出定值,再证明这个值与变量无关；

②直接推理、计算,并在计算推理的过程中消去变量,从而得到定值．

【例2】【安徽省“皖南八校”2017届高三第二次联考】如图,点
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的左右顶点,
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为椭圆
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上非顶点的三点,直线
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的斜率分别为
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（Ⅰ）求椭圆
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的方程；

（Ⅱ）判断
[image: image97.wmf]OMN

D

的面积是否为定值？若为定值,求出该定值；若不为定值,请说明理由.

【分析】（Ⅰ）设
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（Ⅱ）根据弦长公式求底边
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的长,根据点到直线距离公式求底边上的高,因此设直线
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的方程为
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,由直线方程与椭圆方程联立方程组,利用韦达定理得
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【解析】（Ⅰ）
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椭圆
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（Ⅱ）设直线
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的方程为
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[image: image127.wmf]OMN
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的面积为定值1.

【点评】圆锥曲线中的定值问题的常见类型及解题策略

(1)求代数式为定值．依题意设条件,得出与代数式参数有关的等式,代入代数式、化简即可得出定值；

(2)求点到直线的距离为定值．利用点到直线的距离公式得出距离的解析式,再利用题设条件化简、变形求得；

(3)求某线段长度为定值．利用长度公式求得解析式,再依据条件对解析式进行化简、变形即可求得．

【小试牛刀】椭圆C：
[image: image128.wmf]22

22

1

xy

ab

+=

(a＞b＞0)的离心率为
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,P(m,0)为C的长轴上的一个动点,过P点斜率为
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(1)求C的方程；

(2)证明：
[image: image132.wmf]22
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为定值.

【分析】(1)用坐标表示向量,利用eq \o(PA,\s\up5(→))·eq \o(PB,\s\up5(→))＝－eq \f(41,2)可求的椭圆相关数据,从而得到方程；(2)将|PA|2＋|PB|2通过坐标转化为m的表达式,证明该表达式与m的值无关.
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(Ⅱ)l的方程为x＝eq \f( 5 ,4)y＋m,代入 eq \f(x2,25)＋\f(y2,16)＝1并整理得25y2＋20my＋8(m2－25)＝0．

设A(x1,y1),B(x2,y2),则|PA|2＝(x1－m)2＋yeq \o(1,2)＝eq \f(41,16)yeq \o(1,2),同理|PB|2＝eq \f(41,16)yeq \o(2,2)．





则|PA|2＋|PB|2＝eq \f(41,16)( yeq \o(1,2)＋yeq \o(2,2))＝eq \f(41,16)[(y1＋y2)2－2y1y2]＝eq \f(41,16)[(－eq \f( 4m ,5))2－eq \f(16(m2－25),25)]＝41．
所以,|PA|2＋|PB|2是定值．









【点评】确定椭圆方程需要两个独立条件,从题中挖掘关于
[image: image135.wmf]abc

、

、

的等量关系；直线和椭圆的位置关系问题,往往要善于[image: image136.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




利用韦达定理设而不求．[来源:学科网ZXXK]
圆锥曲线中的定值、定点问题要善于从运动中寻找不变的要素,可以先通过特例、极限位置等探求定[image: image137.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




值、定点[image: image138.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




,然后利用推理证明的方法证明之．
【迁移运用】

1.已知椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>0,b>0)过点(0,1),其长轴、焦距和短轴的长的平方依次成等差数列．直线l与x轴正半轴和y轴分别交于Q、P,与椭圆分别交于点M、N,各点均不重合且满足eq \o(PM,\s\up6(→))＝λ1eq \o(MQ,\s\up6(→)),eq \o(PN,\s\up6(→))＝λ2eq \o(NQ,\s\up6(→)).

(1)求椭圆的标准方程；

(2)若λ1＋λ2＝－3,试证明：直线l过定点并求此定点．

【解析】(1)设椭圆的焦距为2c,由题意知b＝1,且(2a)2＋(2b)2＝2(2c)2,

又a2＝b2＋c2,所以a2＝3.

所以椭圆的方程为eq \f(x2,3)＋y2＝1.

(2)由题意设P(0,m),Q(x0,0),M(x1,y1),

N(x2,y2),设l方程为x＝t(y－m),

由eq \o(PM,\s\up6(→))＝λ1eq \o(MQ,\s\up6(→))知(x1,y1－m)＝λ1(x0－x1,－y1),

∴y1－m＝－y1λ1,由题意y1≠0,∴λ1＝eq \f(m,y1)－1.

同理由eq \o(PN,\s\up6(→))＝λ2eq \o(NQ,\s\up6(→))知λ2＝eq \f(m,y2)－1.

∵λ1＋λ2＝－3,∴y1y2＋m(y1＋y2)＝0,①

联立eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(x2＋3y2＝3，,x＝ty－m))得(t2＋3)y2－2mt2y＋t2m2－3＝0,

∴由题意知Δ＝4m2t4－4(t2＋3)(t2m2－3)>0,②

且有y1＋y2＝eq \f(2mt2,t2＋3),y1y2＝eq \f(t2m2－3,t2＋3),③

③代入①得t2m2－3＋2m2t2＝0,

∴(mt)2＝1,

由题意mt<0,∴mt＝－1,满足②,[来源:Z#xx#k.Com]
得l方程为x＝ty＋1,过定点(1,0),即Q为定点．

2.如图,已知双曲线C：eq \f(x2,a2)－y2＝1(a>0)的右焦点为F.点A,B分别在C的两条渐近线上,AF⊥x轴,[image: image139.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




AB⊥OB,BF∥OA(O为坐标原点)．





(1)求双曲线C的方程；

(2)过C上一点P(x0,y0)(y0≠0)的直线l：eq \f(x0x,a2)－y0y＝1与直线AF相交于点M,与直线x＝eq \f(3,2)相交于点N.证明：当点P在C上移动时,eq \f(|MF|,|NF|)恒为定值,并求此定值．

【解析】(1)设F(c,0),因为b＝1,所以c＝eq \r(a2＋1),

直线OB方程为y＝－eq \f(1,a)x,

直线BF的方程为y＝eq \f(1,a)(x－c),解得B(eq \f(c,2),－eq \f(c,2a))．

又直线OA的方程为y＝eq \f(1,a)x,

则A(c,eq \f(c,a)),kAB＝eq \f(\f(c,a)－－\f(c,2a),c－\f(c,2))＝eq \f(3,a).

又因为AB⊥OB,所以eq \f(3,a)·(－eq \f(1,a))＝－1,

解得a2＝3,

故双曲线C的方程为eq \f(x2,3)－y2＝1.

(2)由(1)知a＝eq \r(3),则直线l的方程为

eq \f(x0x,3)－y0y＝1(y0≠0),即y＝eq \f(x0x－3,3y0).

因为直线AF的方程为x＝2,

所以直线l与AF的交点为M(2,eq \f(2x0－3,3y0))；

直线l与直线x＝eq \f(3,2)的交点为N(eq \f(3,2),eq \f(\f(3,2)x0－3,3y0))．

则eq \f(|MF|2,|NF|2)＝eq \f(\f(2x0－32,3y02),\f(1,4)＋\f(\f(3,2)x0－32,3y02))＝eq \f(2x0－32,\f(9y\o\al(2,0),4)＋\f(9,4)x0－22)
＝eq \f(4,3)·eq \f(2x0－32,3y\o\al(2,0)＋3x0－22).

因为P(x0,y0)是C上一点,则eq \f(x\o\al(2,0),3)－yeq \o\al(2,0)＝1,

代入上式得eq \f(|MF|2,|NF|2)＝eq \f(4,3)·eq \f(2x0－32,x\o\al(2,0)－3＋3x0－22)[来源:Zxxk.Com]
＝eq \f(4,3)·eq \f(2x0－32,4x\o\al(2,0)－12x0＋9)＝eq \f(4,3),

即所求定值为eq \f(|MF|,|NF|)＝eq \f(2,\r(3))＝eq \f(2\r(3),3).

3.【湖南省五市十校教研教改共同体2017届高三12月联考】（本小题满分12分）如图,设点
[image: image141.wmf],

AB

的坐标分别为
[image: image142.wmf](
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,直线
[image: image143.wmf],

APBP

相[image: image144.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




交于点
[image: image145.wmf]P

,且它们的斜率之积为
[image: image146.wmf]2

3

-

．

（1）求点
[image: image147.wmf]P

的轨迹方程；

（2）设点
[image: image148.wmf]P

的轨迹为
[image: image149.wmf]C

,点
[image: image150.wmf]MN

、

是轨迹为
[image: image151.wmf]C

上不同于
[image: image152.wmf],

AB

的两点,且满足
[image: image153.wmf]//,//

APOMBPON

,求证：
[image: image154.wmf]MON

D

的面积为定值．

[image: image155.png]



【答案】（1）
[image: image156.wmf](
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[image: image157.wmf]6
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（2）证明：由题意
[image: image159.wmf]MN

、

是椭圆
[image: image160.wmf]C

上非顶点的两点,且
[image: image161.wmf]//,//ON

APOMBP

,

则直线
[image: image162.wmf],

APBP

斜率必存在且不为0,又由已知
[image: image163.wmf]2
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因为
[image: image164.wmf]//,//
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,所以
[image: image165.wmf]2
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设直线
[image: image166.wmf]MN

的方程为
[image: image167.wmf]xmyt
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,代入椭圆方程
[image: image168.wmf]22
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,得


[image: image169.wmf](

)

222

324260

mymtyt

+++-=

．．．．①,． 

设
[image: image170.wmf],

MN

的坐标分别为
[image: image171.wmf](
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,则
[image: image172.wmf]2
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又
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所以
[image: image174.wmf]2
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,得
[image: image175.wmf]22
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又
[image: image176.wmf]22
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所以
[image: image177.wmf]2
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,即
[image: image178.wmf]MON

D

的面积为定值
[image: image179.wmf]6
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4.【山东省枣庄市2017届高三上学期期末】已知椭圆
[image: image180.wmf](
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,过点
[image: image181.wmf]2
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作圆
[image: image182.wmf]22

1
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的切线,切点分别为
[image: image183.wmf],

ST

.直线
[image: image184.wmf]ST

恰好经过
[image: image185.wmf]W

的右顶点和上顶点.

[image: image186.png]



（1）求椭圆
[image: image187.wmf]W

的方程；

（2）如图,过椭圆
[image: image188.wmf]W

的右焦点
[image: image189.wmf]F

作两条互相垂直的弦
[image: image190.wmf],

ABCD

.

① 设
[image: image191.wmf],

ABCD

的中点分别为
[image: image192.wmf],

MN

,证明: 直线
[image: image193.wmf]MN

必过定点,并求此定点坐标；

②若直线
[image: image194.wmf],

ABCD

的斜率均存在时,求由
[image: image195.wmf],,,

ACBD

四点构成的四边形面积的取值范围.

【答案】(1) 
[image: image196.wmf]2
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；(2)①[image: image197.wmf]2

,0

3

P

æö

ç÷

èø

；②[image: image198.wmf]16

,2

9

éö

÷

ê

ëø

．
[image: image199.png](€201 mL([ ]1'Elt+t =1{E, — RN L y =115 5(0.1).
BR—FYEEN y-1= l{x—‘f) 1 2ke—2y+2—+2k=0.

N 2|
BB EE > +y =1187, 0l =1 Rk =242, FAEEITIZN ¥ = 2V2x+3.
a4

1
RIS\
5 o(x ). By
3

) B STHRE y—

©x=0, My =1, ERERMETR (0.1), Fihb=1; £ y=0,Mx=+2,

FLVETRA LI (V2.0). Btk a =2, FLURE Q4TS :




 
(2) ①若直线 [image: image200.wmf],

ABCD

斜率均存在,设直线[image: image201.wmf](
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[image: image202.wmf]1212

,1

22

xxxx

Mk

æ++ö

æö

-

ç÷

ç÷

èø

èø

. 先考虑
[image: image203.wmf]0
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 的情形.

由
[image: image204.wmf](
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得
[image: image205.wmf](
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由直线[image: image206.wmf]AB

过点[image: image207.wmf](
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 ,可知判别式[image: image208.wmf]0

D>

恒成立. 

由韦达定理,得[image: image209.wmf]2
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,故[image: image210.wmf]2
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将上式中的[image: image211.wmf]k

换成[image: image212.wmf]1
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,则同理可得[image: image213.wmf]22
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若[image: image214.wmf]2
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,得[image: image215.wmf]1
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,则直线[image: image217.wmf]MN

斜[image: image218.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




率不存在. 此时直线[image: image219.wmf]MN

过点[image: image220.wmf]2
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.

下证动直线[image: image221.wmf]MN

过定点[image: image222.wmf]2
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.

② 当直线
[image: image223.wmf],

ABCD

的斜率均存在且不为
[image: image224.wmf]0

时,
 由①可知,将直线
[image: image225.wmf]AB

的方程代入椭圆方程中,并整理得 
[image: image226.wmf](
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所以
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[image: image228.wmf](

)

2

2

2

22

221

221

1

1212

k

k

k

kk

+

+

=+=

++

g

.

同理,[image: image229.wmf](
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因为[image: image232.wmf]2

2

11

212219

kk

kk

æö

æö

++³+=

ç÷

ç÷

ç÷

èø

èø

g

,当且仅当
[image: image233.wmf]1
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所以
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,即
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所以,由
[image: image236.wmf],,,

ACBD

四点构成的四边形面积的取值范围为[image: image237.wmf]16
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5.【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛】（本小题满分12分）已知点
[image: image238.wmf]P

是椭圆
[image: image239.wmf]C

上任一点,点
[image: image240.wmf]P

到直线
[image: image241.wmf]1
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的距离为
[image: image242.wmf]1

d

,到点
[image: image243.wmf](1,0)
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的距离为
[image: image244.wmf]2
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,且
[image: image245.wmf]2
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.直线
[image: image246.wmf]l

与椭圆
[image: image247.wmf]C

交于不同两点
[image: image248.wmf]AB

、

（
[image: image249.wmf],

AB

都在
[image: image250.wmf]x

轴上方）,且
[image: image251.wmf]180
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（1）求椭圆
[image: image252.wmf]C

的方程；

（2）当
[image: image253.wmf]A

为椭圆与
[image: image254.wmf]y

轴正半轴的交点时,求直线
[image: image255.wmf]l

方程；

（3）对于动直线
[image: image256.wmf]l

,是否存在一个定点,无论
[image: image257.wmf]OFA

Ð

如何变化,直线
[image: image258.wmf]l

总经过此定点？若存在,求出该定点的坐标；若不存在,请说明理由.
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【答案】(1) 
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【解析】（1）设
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（2）
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设
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6．【2016届云南师范大学附属中学高三月考】如图,过椭圆[image: image307.wmf]22
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与椭圆相交于M,N两点,当[image: image310.wmf]l

平行于x轴和垂直于x轴时,[image: image311.wmf]l

被椭圆[image: image312.wmf]G

所截得的线段长均为[image: image313.wmf]22

.
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（1）求椭圆[image: image315.wmf]G

的方程；

（2）在平面直角坐标系中,是否存在与点A不同的定点B,使得对任意过点[image: image316.wmf](0,1)

A

的动直线[image: image317.wmf]l

都满足[image: image318.wmf]||||||||
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？若存在,求出定点B的坐标,若不存在,请说明理由.

【答案】（1）[image: image319.wmf]22
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（2）存在点B的坐标[image: image320.wmf](02)

，

．
【解析】（Ⅰ）由已知得[image: image321.wmf]2
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=

,点[image: image322.wmf](21)

，

在椭圆上,
所以[image: image323.wmf]22
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,解得[image: image324.wmf]2
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所以椭圆[image: image325.wmf]G
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当直线l的斜率不存在时,由上可知,结论成立；
当直线l的斜率存在时,可设直线l的方程为[image: image328.wmf]1
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设M,N的坐标分别为[image: image329.wmf]1122
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易知点N关于y轴对称的点[image: image335.wmf]N
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的坐标为[image: image336.wmf]22
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,即[image: image341.wmf]BMN
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三点共线,
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故存在与点A不同的定点[image: image343.wmf](02)

B
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,使得[image: image344.wmf]||||||||
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7．【2016届重庆市第一中学高三12月月考】已知直线[image: image345.wmf]1
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截得的弦长恰与椭圆[image: image347.wmf]22
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的短轴长相等,椭圆[image: image348.wmf]C

的离心率[image: image349.wmf]2
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．

（1）求椭圆[image: image350.wmf]C

的方程；

（2）已知过点[image: image351.wmf]1
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的动直线[image: image352.wmf]l

交椭圆[image: image353.wmf]C

于[image: image354.wmf],
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两点,试问：在坐标平面上是否存在一个定点[image: image355.wmf]T

,使得无论[image: image356.wmf]l

如何转动,以[image: image357.wmf]AB

为直径的圆恒过定点[image: image358.wmf]T

？若存在,求出点[image: image359.wmf]T

的坐标,若不存在,请说明理由．

【答案】（1）[image: image360.wmf]2
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；（2）存在且定点为[image: image361.wmf](0,1)
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【解析】（1）圆心到直线的距离为[image: image362.wmf]001
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（2）假设存在点[image: image371.wmf](,)
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,若直线[image: image372.wmf]l
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设点[image: image375.wmf]AB
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的坐标分别为[image: image376.wmf]1122
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当且仅当[image: image382.wmf]0
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uuvuuv

g

恒成立时,以[image: image383.wmf]AB

为直径的圆恒过定点[image: image384.wmf]T
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所以[image: image385.wmf]22
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此时以[image: image387.wmf]AB

为直径的圆恒过定点[image: image388.wmf](0,1)

T
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当直线[image: image389.wmf]l

的斜率不存在,[image: image390.wmf]l

与[image: image391.wmf]y

轴重合,以[image: image392.wmf]AB

为直径的圆为[image: image393.wmf]22
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也过点[image: image394.wmf](0,1)

T

．

综上可知,在坐标平面上存在一个定点[image: image395.wmf](0,1)

T

,满足条件． 

8．【2016上海复旦大学附中届高三上期中】已知椭圆
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的左、右焦点分别为
[image: image398.wmf]1
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,
[image: image399.wmf]2
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, 点
[image: image400.wmf](
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[image: image401.wmf]2
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是等腰直角三角形．

（1）求椭圆
[image: image402.wmf]C

的方程；

（2）设点
[image: image403.wmf]P

是椭圆
[image: image404.wmf]C

上一动点,求线段
[image: image405.wmf]PM

的中点
[image: image406.wmf]Q

的轨迹方程；

（3）过点
[image: image407.wmf]M

分别作直线
[image: image408.wmf]MA

,
[image: image409.wmf]MB

交椭圆于
[image: image410.wmf]A

,
[image: image411.wmf]B

两点,设两直线的斜率分别为
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[image: image413.wmf]2
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 且
[image: image414.wmf]12

8

kk

+=

,探究：直线
[image: image415.wmf]AB

是否过定点,并说明理由. 

【答案】（1）
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（3）若直线
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[image: image443.wmf]4

2

mk

k

m

-=

+

,整理得 
[image: image444.wmf]1
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[image: image450.wmf]AB
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若直线
[image: image452.wmf]AB

的斜率不存在,设
[image: image453.wmf]AB

方程为
[image: image454.wmf]0
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综上,直线
[image: image462.wmf]AB

过定点（
[image: image463.wmf]2
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考点：转移法求轨迹方程,直线与圆锥曲线位置关系

9．【2016届浙江省绍兴市一中高三上学期期中】已知椭圆
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等于6．

（1）求椭圆
[image: image468.wmf]E

的方程；

（2）如图,设椭圆
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【答案】（1）
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设
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10.已知直线
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