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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题二：求解离心率的范围问题

      离心率的范围问题是高考的热点问题,各种[image: image1.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




题型均有涉及,因联系的知识点较多,且处理的思路和方法比较灵活,关键在于如何找到不等关系式,从而得到关于离心率的不等式,进而求其范围.很多同学掌握起来比较困难,本文就解决本类问题常用的处理方法和技巧加以归纳.

 一、【知识储备】求离心率的方法
离心率是刻画圆锥曲线几何特点的一个重要尺度.常用的方法：

(1)直接求出a、c,求解e：已知标准方程或a、c易求时,可利用离心率公式
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来求解；

(2)变用公式,整体求出e：以椭圆为例,如利用[image: image3.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT
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(3)构造a、c的齐次式,解出e：根据题设条件,借助a、b、c之间的关系,构造出a、c的齐次式,进而得到关于e的方程,通过解方程得出离心率e的值.

二、求解离心率的范围的方法
2.1 借助平面几何图形中的不等关系

根据平面图形的关系,如三角形两边之和大于第三边、折线段大于或等于直线段、对称的性质中的最值等得到不等关系,然后将这些量结合曲线的几何性质用
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进行表示,进而得到不等式,从而确定离心的范围.
【例1】【2017届湖南师大附中高三上学期月考三】已知两定点
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【答案】A

【解析】
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【点评】求解本题的关键是利用对称性求距离的最小值

【小试牛刀】已知椭圆
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【答案】C
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2.2 借助题目中给出的不等信息

根据试题本身给出的不等条件,如已知某些量的范围,存在点或直线使方程成立,
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的范围等,进一步得到离心率的不等关系式,从而求解.

【例2】 已知椭圆
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则椭圆离心率的取值范围是　  　.
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【答案】
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【解析】左焦点为
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【点评】本题的关键是利用椭圆的定义建立等量关系式
[image: image64.wmf]2sin2cos2

cca

aa

+=

,然后借助已知条件
[image: image65.wmf],,

124

pp

a

éù

Î

êú

ëû

利用三角函数的图象求解离心率的范围.

【小试牛刀】【20[image: image66.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




17届河南南阳一中高三上学期月考】过椭圆
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心率的取值范围是（   ）[来源:Zxxk.Com]
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答案】C

【解析】由题意可知
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2.3 借助函数的值域求解范围

根据题设条件,如曲线的定义、等量关系等条件建立离心率和其他一个变量的函数关系式,通过确定函数的定义域后,利用函数求值域的方法求解离心率的范围.

【例3】已知椭圆
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【答案】A

[image: image98.png][CUD R

oL

TR

c,





【点评】本题根据题设“相同的焦点”建立[image: image99.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




等量关系,得到函数关系式
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,进而根据m的范围,借助反比例函数求解离心率的范围.

【小试牛刀】【2017届福建连城县二中高三上学期期中】已知二次曲线
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【答案】C

【解析】由当
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2.4 根据椭圆或双曲线自身的性质求范围

在求离心率的范围时有时常用椭圆或双曲线自身的性质,如椭圆
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【例4】【2016届河北省正定中学高三上第五次月考】设
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【答案】D
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【点评】
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【答案】A

【解析】本题以双曲线为素材,综合考查双曲线的离心率和函数的最值,难度中等．设
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离心率是椭圆的重要几何性质,是高考重点考查的一个知识点．这类问题一般有两类：一类是根据一定的条件求椭圆的离心率；另一类是根据一定的条件求离心率的取值范围．无论是哪类问题,其难点都是建立关于a,b,c的关系式(等式或不等式),并且最后要把其中的b用a,c表达,转化为关于离心率e的关系式,这是化解有关椭圆的离心率问题难点的根本方法．

通过以上类型的分析,灵活多变的离心率范围问题是一个棘手问题,需要通过必要的练习进行方法和思路的寻找,并且培养对题目中的不等关系的灵敏的感知和转化.

【迁移运用】

1．【2017届湖南长沙一中高三月考五】已知中心在坐标原点的椭圆与双曲线有公共焦点,且左、右焦点分别为
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【答案】C

【解析】设椭圆和双曲线的半焦距为
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2．【017届湖南湘中名校教改联合体高三12月联考】过双曲线
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【答案】B

【解析】由题可知
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[image: image204.wmf]5
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,故选B．

3.已知椭圆E：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)的右焦点为F,短轴的一个端点为M,直线l：3x－4y＝0交椭圆E于A,B两点．若|AF|＋|BF|＝4,点M到直线l的距离不小于eq \f(4,5),则椭圆E的离心率的取值范围是(　　)

A.eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(\r(3),2)))
   B.eq \b\lc\(\rc\](\a\vs4\al\co1(0，\f(3,4)))     C.eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(\r(3),2)，1))
 D.eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3,4)，1))
【答案】A
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4．【2016届[image: image206.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




安徽省六[image: image207.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




安一中高三上第五次月考】已知椭圆
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上有一点A,它关于原点的对称点为B,点F为椭圆的右焦点,且满足
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【答案】C

【解析】把
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5．【2016届四川省成都市七中高三11月阶段测试】已知
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image231.wmf](0,0)
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的左、右两个焦点,以线段
[image: image232.wmf]12

FF

为直径的圆与双曲线的一条渐近线交于点M,与双曲线交于点N（点M,N均在第一象限）,当直线
[image: image233.wmf]1
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与直线ON平行时,双曲线离心率取值为
[image: image234.wmf]0
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,则
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【答案】A
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6．【2016届湖南师范大学附中高三上学期月考】如图,椭圆的中心在坐标原点,焦点在
[image: image241.wmf]x

轴上,
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为椭圆顶点,
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为右焦点,延长
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为钝角,则该椭圆离心率的取值范围是（    ）
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【答案】D

【解析】由题意,两个向量
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[image: image259.wmf]51

2

e

-

>

,即
[image: image260.wmf]51

1

2

e

-

<<

．故选D．

7．【2016届浙江省绍兴市一中高三上学期期中】若双曲线
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22

1(0,0)

xy

ab

ab

-=>>

上不存在点
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使得右焦点
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关于直线
[image: image264.wmf]OP

（
[image: image265.wmf]O

为双曲线的中心）的对称点在
[image: image266.wmf]y

轴上,则该双曲线离心率的取值范围为（   ）
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        D．
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【答案】D．

【解析】若点
[image: image271.wmf]F

关于直线
[image: image272.wmf]OP

的对称中心在
[image: image273.wmf]y

轴上,则
[image: image274.wmf]1
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,根据题意,不存在这样的点P,

∴双曲线渐近线的斜率
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,故选D．

8.椭圆M：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)的左、右焦点分别为F1,F2,P为椭圆M上任一点,且|eq \o(PF1,\s\up12(→))|·|eq \o(PF2,\s\up12(→))|的最大值的取值范围是[2c2,3c2],其中c＝eq \r(a2－b2),则椭圆M的离心率e的取值范围是(　　)

A．[eq \f(\r(3),3),eq \f(\r(2),2)]  
B．[eq \f(\r(2),2),1]

C．[eq \f(\r(3),3),1]  
D．[eq \f(1,3),eq \f(1,2)]

【答案】　A

【解析】　∵|eq \o(PF1,\s\up12(→))|＋|eq \o(PF2,\s\up12(→))|＝2a,∴|[image: image276.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




eq \o(PF1,\s\up12(→))|·|eq \o(PF2,\s\up12(→))|≤(eq \f(|\o(PF1,\s\up12(→))|＋|\o(PF2,\s\up12(→))|,2))2＝a2.当且仅当|eq \o(PF1,\s\up12(→))|＝|eq \o(PF2,\s\up12(→))|＝a时,等号成立,∴2c2≤a2≤3c2,∴2e2≤1≤3e2.∴eq \f(1,3)≤e2≤eq \f(1,2),即eq \f(\r(3),3)≤e≤eq \f(\r(2),2).

9.已知点F1、F2分别是双曲线eq \f(x2,a2)－eq \f(y2,b2)＝1(a>0,b>0)的左、右焦点,过点F1且垂直于x轴的直线与双曲线交于A,B两点,若△ABF2是锐角三角形[image: image277.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




,则该双曲线离心率的取值范围是(　　)
A．(1,eq \r(3))  
B．(eq \r(3),2eq \r(2))[来源:学。科。网Z。X。X。K]
C．(1＋eq \r(2),＋∞)  
D．(1,1＋eq \r(2))

【答案】D

【解析】依题意,0<∠AF2F1<eq \f(π,4),故0<tan∠AF2F1<1,则eq \f(\f(b2,a),2c)＝eq \f(c2－a2,2ac)<1,即e－eq \f(1,e)<2,e[image: image278.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




2－2e－1<0,(e－1)2<2,所以1<e<1＋eq \r(2),故选D.

10.设椭圆C：eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)的左,右焦点为F1,F2,过F2作x轴的垂线与C相交于A,B两点,F1B与y轴相交于点D,若AD⊥F1B,则椭圆C的离心率等于________．

【答案】eq \f(\r(3),3)
【解析】直线AB：x＝c,代入eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1,得y＝±eq \f(b2,a).

∴A(c,eq \f(b2,a)),B(c,－eq \f(b2,a))．∴kBF1＝eq \f(－\f(b2,a)－0,c－－c)＝eq \f(－\f(b2,a),2c)＝－eq \f(b2,2ac).

∴直线BF1：y－0＝－eq \f(b2,2ac)(x＋c)．

令x＝0,则y＝－eq \f(b2,2a),∴D(0,－eq \f(b2,2a)),∴kAD＝eq \f(\f(b2,a)＋\f(b2,2a),c)＝eq \f(3b2,2ac).

由于AD⊥BF1,∴－eq \f(b2,2ac)·eq \f(3b2,2ac)＝－1,

∴3b4＝4a2c2,∴eq \r(3)b2＝2ac,即eq \r(3)(a2－c2)＝2ac,

∴eq \r(3)e2＋2e－eq \r(3)＝0,∴e＝eq \f(－2±\r(4－4×\r(3)×－\r(3)),2\r(3))＝eq \f(－2±4,2\r(3)).

∵e>0,∴e＝eq \f(－2＋4,2\r(3))＝eq \f(2,2\r(3))＝eq \f(\r(3),3).

11.F1、F2是椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a>b>0)的左、右焦点,若椭圆上存在点P,使∠F1PF2＝90°,则椭圆的离心率的取值范围是________．

【答案】　eq \f(\r(2),2)≤e<1

【解析】　设P(x0,y0)为椭圆上一点,则eq \f(x\o\al(2,0),a2)＋eq \f(y\o\al(2,0),b2)＝1. eq \o(PF1,\s\up12(→))＝(－c－x0,－y0),eq \o(PF2,\s\up12(→))＝(c－x0,－y0),

若∠F1PF2＝90°,则eq \o(PF1,\s\up12(→))·eq \o(PF2,\s\up12(→))＝xeq \o\al(2,0)＋yeq \o\al(2,0)－c2＝0.∴xeq \o\al(2,0)＋b2(1－eq \f(x\o\al(2,0),a2))＝c2,∴xeq \o\al(2,0)＝eq \f(a2c2－b2,c2).

∵0≤xeq \o\al(2,0)≤a2,∴0≤eq \f(c2－b2,c2)≤1.∴b2≤c2,∴a2≤2c2,∴eq \f(\r(2),2)≤e<1.

12.【2016届安徽省六安一中高三上第五次月考】已知P是椭圆
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的一个交点,
[image: image283.wmf]12
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是椭圆和双曲线的公共焦点,
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【答案】
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13.在平面直角坐标系中,已知点[image: image289.wmf](2,2)

F

及直线[image: image290.wmf]:20

lxy

+-=

,曲线[image: image291.wmf]1
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(1) 求曲线[image: image298.wmf]1
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的方程;

(2) 若存在直线[image: image299.wmf]m

与曲线[image: image300.wmf]1
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均相切于同一点,求椭圆[image: image302.wmf]2

C
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率[image: image304.wmf]e

的取值范围.
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（2）(解法一)由题意,直线[image: image306.wmf]m
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将[image: image313.wmf]2

12

yx

tt

=-+

代入椭圆[image: image314.wmf]2

C

 的方程[image: image315.wmf]222222

bxayab

+=

,并整理得：

[image: image316.wmf]242222222

()4(4)0.

btaxatxabtt

+-+-=
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所以椭圆[image: image332.wmf]2
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的取值范围是[image: image334.wmf]15
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     [来源:学&科&网Z&X&X&K]
14.椭圆eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1(a＞b＞0)与直线x＋y＝1交于P、Q两点,且OP⊥OQ,其中O为坐标原点．

(1)求eq \f(1,a2)＋eq \f(1,b2)的值；

(2)若椭圆的离心率e满足eq \f(\r(3),3)≤e≤eq \f(\r(2),2),求椭圆长轴的取值范围．

【解析】(1)设P(x1,y1),Q(x2,y2),由OP⊥OQ⇔x1x2＋y1y2＝0,∵y1＝1－x1,y2＝1－x2,代入上式,得2x1x2－(x1＋x2)＋1＝0.①

又将y＝1－x代入eq \f(x2,a2)＋eq \f(y2,b2)＝1⇒
(a2＋b2)x2－2a2x＋a2(1－b2)＝0.

∵Δ＞0,∴x1＋x2＝eq \f(2a2,a2＋b2),x1x2＝eq \f(a21－b2,a2＋b2),代入①化简得eq \f(1,a2)＋eq \f(1,b2)＝2.

(2)∵e2＝eq \f(c2,a2)＝1－eq \f(b2,a2),∴eq \f(1,3)≤1－eq \f(b2,a2)≤eq \f(1,2)⇒eq \f(1,2)≤ eq \f(b2,a2)≤eq \f(2,3).

又由(1)知b2＝eq \f(a2,2a2－1),∴eq \f(1,2)≤eq \f(1,2a2－1)≤eq \f(2,3)⇒eq \f(5,4)≤ a2≤eq \f(3,2)⇒eq \f(\r(5),2)≤a≤eq \f(\r(6),2).

∴长轴是2a∈[eq \r(5),eq \r(6)]．
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