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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题一  与圆有关的最值问题

通过对近几年的高考试题的分析比较发现,高考对直线与圆的考查,呈现逐年加重的趋势,与圆有关的最值问题,更是高考的热点问题.由于圆既能与平面几何相联系,又能与圆锥曲线相结合,命题方式比较灵活,故与圆相关的最值问题备受命题者的青睐.本文就此问题从内容和处理方法上进行归纳,以帮助同学们攻克这个难点.

一、与圆相关的最值问题的联系点

1.1 与直线的倾斜角或斜率的最值问题[来源:学+科+网]
利用公式
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＝
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(
[image: image3.wmf]a

≠90°)将直线的斜率与倾斜角紧密联系到一起,通过正切函数的图象可以解决已知斜率的范围探求倾斜角的最值,或者已经倾斜角的范围探求斜率的最值.

处理方法：直线倾斜角的范围是[0,π),而这个区间不是正切函数的单调区间,因此根据斜率求倾斜角的范围时,要分eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))与eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))两种情况讨论．由正切函数图象可以看出,当α∈eq \b\lc\[\rc\)(\a\vs4\al\co1(0，\f(π,2)))时,斜率k∈[0,＋∞)；当α＝eq \f(π,2)时,斜率不存在；当α∈eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)，π))时,斜率k∈(－∞,0)．
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【例1】坐标平面内有相异两点[image: image5.wmf]2
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点的直线的的倾斜角的取值范围是(     ).[来源:Z,xx,k.Com]
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【答案】C
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【点评】由斜率取值范围确定直线倾斜角的范围要利用正切函数y＝tan x的图象,特别要注意倾斜角取值范围的限制；求解直线的倾斜角与斜率问题要善于利用数形结合的思想,要注意直线的倾斜角由锐角变[image: image12.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




到直角及由直角变到钝角时,需依据正切函数y＝tan x的单调性求k的范围． 
【小试牛刀】【2017届山东菏泽一中宏志部高三上学期月考】若过点
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1.2 与距离有关的最值问题

在运动变化中,动点[image: image19.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




到直线、圆的距离会发生变化,在变化过程中,就会出现一些最值问题,如距离最小,最大等.这些问题常常联系到平面几何知识,利用数形结合思想可直接得到相关结论,解题时便可利用这些结论直接确定最值问题.常见的结论有：

（1）圆外一点
[image: image20.wmf]A

到圆上距离最近为
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,最远为
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（2）过圆内一点的弦最长为圆的直径,最短为该点为中点的弦；

（3）直线与圆相离,则圆上点到直线的最短距[image: image23.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




离为圆心到直线的距离
[image: image24.wmf]dr

+

,最近为
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（4）过两定点的所有圆中,面积最小的是以这两个定点为直径端点的圆的面积.

（5）直线外一点与直线上的点的距离中,最短的是点到直线的距离；

（6）两个动点分别在两条平行线上运动,这两个动点间的最短距离为两条平行线间的距离.

【例2】 过点
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两点,
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为圆心,当
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答案: 
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解析：要使
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最小,由余弦定理可知,需弦长
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最短.要使得弦长最短,借助结论可知当
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为弦的中点时最短.因圆心和
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所在直线的
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[image: image40.wmf]1

-

,由点斜式可得
[image: image41.wmf]1(2)30

yxxy

-=--Þ+-=

.

【点评】与圆有关的长度或距离的最值问题的解法．一般根据长度或距离的几何意义,利用圆的几何性质数形结合求解．此题通过两次转化,最终转化为求过定点的弦长最短的问题.
【例3】[image: image42.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




【2016-2017学年湖北大冶市实验中学高二上学期月考】若圆
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关于直线
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C所作的切线长的最小值是（  ）

A．
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【答案】C

【解析】圆C：
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化为（x+1）2+（y-2）2=2,圆的圆心坐标为（-1,2）半径为
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圆C：
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关于直线2ax+by+6=0对称,所以（-1,2）在直线上,可得-2a+2b+6=0,

即a=b+3．

点（a,b）与圆心的距离,
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所以点（a,b）向圆C所作切线长：
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当且仅当b=-1时弦长最小,为4

【点评】与切线长有关的问题及与切线有关的夹角问题,解题时应注意圆心与切点连线与切线垂直,从而得出一个直角三角形．

【小试牛刀】【2016届河北省武邑中学高三上学期测试】在平面直角坐标系[image: image57.wmf]xy
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[来源:学。科。网]
1.3  与面积相关的最值问题

 与圆的面积的最值问题,一般转化为寻求圆的半径相关的函数关系或者几何图形的关系,借助函数求最值的方法,如配方法,基本不等式法等[image: image75.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




求解,有时可以通过转化思想,利用数形结合思想求解.

【例4】 在平面直角坐标系中,
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【答案】A

【解析】设直线
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【例5】动圆C经过点
[image: image94.wmf](1,0)

F

,并且与直线
[image: image95.wmf]1

x

=-

相切,若动圆C与直线
[image: image96.wmf]221

yx

=++

总有公共点,则圆C的面积（    ）

A．有最大值
[image: image97.wmf]8

p

    B．有最小值
[image: image98.wmf]2

p

   C．有最小值
[image: image99.wmf]3

p

    D．有最小值
[image: image100.wmf]4

p


【答案】D
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【小试牛刀】【2016-2017学年广东潮阳黄图盛中学高二上期中】已知点A
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二、与圆相关的最值问题的常用的处理方法

2.1 数形结合法

处理与圆有关的最值问题,应充分考虑圆的几何性质,并根据代数式的几何意义,借助数形结合思想求解.

【例6】已知实数x,y满足方程x2＋y2－4x＋1＝0,求：[来源:学§科§网Z§X§X§K]
(1)eq \f(y,x)的最大值和最小值；

(2)y－x的最大值和最小值；

(3)x2＋y2的最大值和最小值．
【分析】(1)利用斜率模型；(2)利用截距模型；(3)利用距离模型

【解析】原方程变形为(x－2)2＋y2＝3,表示以(2,0)为圆心,半径r＝eq \r(3)的圆．

(1)设eq \f(y,x)＝k,即y＝kx,由题知,直线y＝kx与圆恒有公共点,则圆心到直线的距离小于等于半径eq \r(3).

∴eq \f(|2k－0|,\r(k2＋1))≤eq \r(3).∴k2≤3,即－eq \r(3)≤k≤eq \r(3),∴eq \f(y,x)的最大值为eq \r(3),最小值为－eq \r(3).

(2)设y－x＝b,则当直线y－x＝b与圆相切时,b取最值,由eq \f(|2－0＋b|,\r(2))＝eq \r(3),得b＝－2±eq \r(6),

∴y－x的最大值为eq \r(6)－2,最小值为－2－eq \r(6).

(3)令d＝eq \r(x2＋y2)表示原点与点(x,y)的距离,

∵原点与圆心(2,0)的距离为2,∴dmax＝2＋eq \r(3),dmin＝2－eq \r(3).

∴x2＋y2的最大值为(2＋eq \r(3))2＝7＋4eq \r(3),最小值为(2－eq \r(3))2＝7－4eq \r(3).

【点评】研究与圆有关的最值问题时,可借助图形的性质,利用数形结合求解．常见的最值问题有以下几种类型：①形如μ＝eq \f(y－b,x－a)形式的最值问题,可转化为动直线斜率的最值问题；②形如t＝ax＋by形式的最值问题,可转化为动直线截距的最值问题；③形如(x－a)2＋(y－b)2形式的最值问题,可转化为动点到定点的距离的平方的最值问题．　　

【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三周考】已知直线
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2.2 建立函数关系求最值

根据题目条件列出关于所求目标函数的关系式,然后根据关系的特点选用参数法、配方法、[image: image122.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




判别式法等进行求解.

【例7】设
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【答案】D
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2.3 利用基本不等式求解最值

 如果所求的表达式是满足基本不等式的结构特征,如
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或者
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的表达式求最值,常常利用题设条件建立两个变量的等量关系,进而求解最值.同时需要注意,“一正二定三相等”的验证.

【例8】 设
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【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三周考】设[image: image297.jpg]
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  【迁移运用】

1．【2017河北卓越联盟上学期月考】由直线y＝x＋1上的一点向圆(x－3)2＋y2＝1引切线,则切线长的最小值为（   ）

A.1        B.
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2．【2017福建福州外国语上期末模】已知平面上两点
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3．【2017届河南中原名校豫南九校高三上学期质检四】如果直线
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4．【2017届湖南师大附中高三上学期月考四】设直线
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6．【2017届重庆市一中高三上学期[image: image198.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




期中】设
[image: image199.wmf]B

A

,

在圆
[image: image200.wmf]1

2

2

=

+

y

x

上运动,且
[image: image201.wmf]3

=

AB

,点
[image: image202.wmf]P

在直线
[image: image203.wmf]0

12

4

3

=

-

+

y

x

上运动,则
[image: image204.wmf]PB

PA

+

的最小值为（     ）

A．
[image: image205.wmf]3

            B．
[image: image206.wmf]4

            C．
[image: image207.wmf]5

17

           D．
[image: image208.wmf]5

19


7．【2017届四川省高三高考适应性测试】已知圆的方程为
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9．【2016学年四川省雅安中学期中】已知点P（t,t）,t∈R,点m是圆
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10．【2016届浙江省临海市台州中学高三上第三次统练】已知
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11．【2016湖北宜昌一中高二上学期期中】．直线 
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12．【2016届安徽省六安一中高三上第五次月考】已知AC,BD为圆
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13．【2016届广西河池高中高三上第五次月考】在平面直角坐标系
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准方程是________．

14．【2016届江苏省如东高中高三上学期期中】在平面直角坐标系xOy中,已知点
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15．【2016届贵州省贵阳市一中高三上学期第三次月考】已知圆
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