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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题五：利用空间向量解决开放性问题

开放题是相对与那种完全具备条件和固定答案的封闭题而言的，立体几何开放性试题与一般的开放性试题同样具备以下几个特征：不确定性、探究性、非完备性、发散性、有层次性、发展性和创新性等[image: image1.png]2R (ZXXK.COMRBL T




，是一种具有开放性和发散性的问题，此类题目的条件或结论不完备．要求解答者自己去探索，结合已有条件，进行观察、分析、比较和概括．它对学生的数学思想、数学意识及综合运用数学方法的能力提出了较高的要求．它有利于培养学生探索、分析、归纳、判断、讨论与证明等方面的能力，使学生经历一个发现问题、研究问题、解决问题的全过程．

空间直角坐标系的建立，把空间几何体数字化了，其结构特征可以直接利用数字化的“空间坐标”进行具体的刻画，所以可以把空间几何体中的问题转化为“数”、“式”、“方程”与“函数”的相关问题，空间几何体中的开放性问题也就转化为代数中的相关问题进行解决.

一、条件追溯型 

条件追溯型的基本特[image: image2.png]2R (ZXXK.COMRBL T




征是：针对一个结论，条件未知需探索，或条件增删需确定，或条件正误需判断．解[image: image3.png]2R (ZXXK.COMRBL T




决这类问题的基本策略是：执果索因，先寻找结论成立的必要条件，再通过检验或认证找到结论成立的充分条件．在“执果索因”的过程中，常常会犯的一个错误是不考虑推理过程的可逆与否，误将必要条件当作充分条件，应引起注意．
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例1】四棱锥P-ABCD的底面是矩形，侧面PAD是正三角形，且侧面PAD⊥底面ABCD，当
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的值等于多少时，能使PB⊥AC？并给出证明.
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【点评】条件追溯型问题可以利用根据空间向量的坐标运算，利用[image: image16.png]2R (ZXXK.COMRBL T




已知的结论构建关于条件参数的方程，通过求解方程确定对应的条件即可.条件探索型题目，其结论明确，需要完备使得结论成立的充分条件，可将题设和结论都视为已知条件，进行演绎推理推导出所需寻求的条件．这类题要求变换思维方向，有利于培养逆向思维能力．
【小试牛刀】【2017安徽淮南二中12月月考】如图，在五棱锥
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（1）求证：平面
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（2）求侧棱
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上是否存在点
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[image: image38.jpg]



【答案】（1）详见解析（2）
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点为顶点
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【解析】（Ⅰ）证明：因为[image: image41.wmf]Ð
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B，AC，AP两两互相垂直，分别以AB，AC，AP为x，y，z轴建立如图所示的空间直角坐标系，由△PAB为等腰直角三角形，所以[image: image54.png]
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因为AC∥ED，CD⊥AC，所以四边形ACDE是直角梯形．

因为AE=2，∠ABC=45°，AE∥BC，所以∠BAE=135°，∠CAE=45°，

故[image: image57.png]CD=AE"sind5° =;
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，设[image: image60.png]w=(x, v, z)



是平面PCD的一个法向量，则[image: image61.png]
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二、结论探索型

结论探索型问题的基本特征是：有条件而无结论或结论的正确与否需要确定．解决这类问题的策略是：先探索结论而后去论证结论．在探索过程中常可先从特殊情形入手，通过观察、分析、归纳、判断来作一番猜测，得出结论，再就一般情形去认证结论．

【例2】如图，在正方体ABCD—A1B1C1D1中，棱长为a，M、N分别为A1B和AC上的点，A1M＝AN＝eq \f(\r(2)a,3)，则MN与平面BB1C1C的位置关系是________[image: image69.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)
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【点评】该题也可以利用空间向量的坐标运算解决，更为简单直接.结论探索型问题中的结论一般是确定[image: image72.png]2R (ZXXK.COMRBL T




的，所以可以利用特值来验证；对于探[image: image73.png]2R (ZXXK.COMRBL T




究含有变量或动点的问题，其结论不一定是确定的，可能随变量的不同或动点的位置而发生变化，此时要多取几个特殊的参数或特殊的点进行验证，不能仅凭一值一点下结论.

【小试牛刀】如图，在长方体ABCD—A1B1C1D1中，AB＝2，AA1＝eq \r(3)，AD＝2eq \r(2)，P为C1D1的中点[image: image74.png]2R (ZXXK.COMRBL T




，M为BC的中点．则AM与PM的位置关系为(　　)
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A．平行  


B．异面             C．垂直  


D．以上都不对
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三、存在判断型

存在判断型问题的基本特征是：要判断在某些确定条件下的某一数学对象(数值、图形、函数等)是否存在或某一结论是否成立．解决这类问题的基本策略是：通常假定题中的数学对象存在(或结论成立)或暂且认可其中的一部分的结论，[image: image77.png]2R (ZXXK.COMRBL T




然后在这个前提下进行逻辑推理，若由此导出矛盾，则否定假设；否则，给出肯定结论．

【例3】如图，在长方体AB[image: image78.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




CD－A1B1C1D1中，AA1＝AD＝1，E为CD的中点．
[image: image79.png]



(Ⅰ)求证：B1E⊥AD1；

(Ⅱ)在棱AA1上是否存在一点P，使得DP∥平面B[image: image80.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




1AE？若存在，求AP的长；若不存在，说明理由．
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【点评】对于“是否存在”型问题的探索方式有两种：一种是根据条件作出判断，再进一步论证．另一种是利用空间向量，先设出假设存在点的坐标，再根据条件求该点的坐标，即找到“存在点”，若该点坐标不能求出，或有矛盾，则判定“不存在”.存在性问题涉及到的内容比[image: image83.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




较复杂，多与方程解的存在性、不等式成立、函数最值与范围等问题相结合.在实际问题中，应结合条件灵活转化条件.
【小试牛刀】【2017湖南师大附中高三上学期月考】已知正三棱柱
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（Ⅰ）当
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【答案】（Ⅰ）证明见解析；（Ⅱ）存在点
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【解析】（Ⅰ）证明：连接
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（Ⅱ）假设存在点
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【迁移运用】

1．【2017江西吉安一中上学期段考】在三棱柱
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（1）证明：在侧棱
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（2）如图，分别以
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2．【2017届湖南长沙一中高三月考】在等腰
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、
[image: image199.wmf]E

分别是边
[image: image200.wmf]AB

、
[image: image201.wmf]BC

的中点，将
[image: image202.wmf]BDE

D

沿
[image: image203.wmf]DE

翻折，得到四棱锥
[image: image204.wmf]BADEC

-

，且
[image: image205.wmf]F

为棱
[image: image206.wmf]BC

中点，
[image: image207.wmf]2

BA

=

．[来源:学+科+网]
（Ⅰ）求证：
[image: image208.wmf]EF

^

平面
[image: image209.wmf]BAC

；

（Ⅱ）在线段
[image: image210.wmf]AD

上是否存在一点
[image: image211.wmf]Q

，使得
[image: image212.wmf]//

AF

平面
[image: image213.wmf]BEQ

？若存在，求二面角
[image: image214.wmf]QBEA

--

的余弦值，若不存在，请说明理由． 
[image: image215.png]N>





【答案】（I）证明见解析；（II）
[image: image216.wmf]533

33

．
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（Ⅱ）以D为原点建立如图所示空间直角坐标系
[image: image218.wmf]Dxyz

-

．
则
[image: image219.wmf]010

A

（

，

，

）

，
[image: image220.wmf]001
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，
[image: image221.wmf]100
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，
[image: image222.wmf]210
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）

，
[image: image223.wmf]11
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，
设
[image: image224.wmf]0,001
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，则
[image: image225.wmf](
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，[来源:Zxxk.Com]
设平面
[image: image226.wmf]BQE

的法向量为
[image: image227.wmf]()

nxyz

=

，

，

，则由
[image: image228.wmf]0

nBQ

=

uuur

g

，且
[image: image229.wmf]0

nEQ

=

uuur

g

，得
[image: image230.wmf]0

0

ytz

xty

-=
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-+=
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，
取
[image: image231.wmf]1

y

=

，则
[image: image232.wmf](
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1,

ntt

=

，

，
要使
[image: image233.wmf]//

AF

平[image: image234.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




面
[image: image235.wmf]BEQ

，则须
[image: image236.wmf](
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g

g
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，
所以
[image: image237.wmf]1

3

t

=

，即线段
[image: image238.wmf]AD

上存在一点
[image: image239.wmf]1

0,0

3

Q

æö

ç÷

èø

，

，使得
[image: image240.wmf]//

AF

平面
[image: image241.wmf]BEQ

，
设平面BAE的法向量为
[image: image242.wmf]1111

()

nxyz

=

，

，

，则由
[image: image243.wmf]1

0

nAB

=

uuur

g

，且
[image: image244.wmf]1

0

nAE

=

uuur

g

，得
[image: image245.wmf]11

11

0

0

yz

xy
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-=
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，取
[image: image246.wmf]1

1

y

=

，则
[image: image247.wmf](

)

1
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，
[image: image248.wmf]12

11

1

5533

33

33
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9
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g

＜
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＞

，
因为二面角
[image: image249.wmf]QBEA

--

为锐二面角，所以其余弦值为
[image: image250.wmf]533

33

，
即线段
[image: image251.wmf]AD

上存在一点
[image: image252.wmf]Q

（点
[image: image253.wmf]Q

是线段
[image: image254.wmf]AD

上的靠近点
[image: image255.wmf]D

的一个三等分点），
使得
[image: image256.wmf]//

AF

平面
[image: image257.wmf]BEQ

，此时二面角
[image: image258.wmf]QBEA

--

的余弦值为
[image: image259.wmf]533

33


[image: image260.png]



3．【2017届河北武邑中学高三上学期调研】四棱锥
[image: image261.wmf]PABCD

-

中，底面
[image: image262.wmf]ABCD

为直角梯形，
[image: image263.wmf]90

ADCBCD

Ð=Ð=°

，
[image: image264.wmf]2

BC

=

，
[image: image265.wmf]3

CD

=

，
[image: image266.wmf]4

PD

=

，
[image: image267.wmf]60

PDA

Ð=°

，且平面
[image: image268.wmf]PAD

^

平面
[image: image269.wmf]ABCD

．

[image: image270.png]



（1）求证：
[image: image271.wmf]ADPB

^

；

（2）在线段
[image: image272.wmf]PA

上是否存在一点
[image: image273.wmf]M

，使二面角
[image: image274.wmf]MBCD

--

的大小为
[image: image275.wmf]6

p

，若存在，求出
[image: image276.wmf]PM

PA

的值；若不存在，请说明理由．

【答案】(1)证明见解析；(2) 存在，
[image: image277.wmf]6

3

6

-

=

PA

PM

.

【解析】（1）过
[image: image278.wmf]B

作
[image: image279.wmf]BOCD

P

，交
[image: image280.wmf]AD

于
[image: image281.wmf]O

，连接
[image: image282.wmf]OP

．


[image: image283.wmf]ADBC

Q

P

，
[image: image284.wmf]90

ADCBCD

Ð=Ð=°

，
[image: image285.wmf]CDOB

P

，
[image: image286.wmf]\

四边形
[image: image287.wmf]OBCD

是矩形，
[image: image288.wmf]OBAD

\^

．
[image: image289.wmf]2

ODBC

==

，


[image: image290.wmf]4
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=

Q

，
[image: image291.wmf]60

PDA

Ð=°

，
[image: image292.wmf]22
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[image: image293.wmf]222

OPODPD

\+=

，
[image: image294.wmf]OPOD

\^

．又
[image: image295.wmf]OP

Ì

平面
[image: image296.wmf]OPB

，
[image: image297.wmf]OB

Ì

平面
[image: image298.wmf]OPB

，
[image: image299.wmf]OPOBO

=

I

，


[image: image300.wmf]AD

\^

平面
[image: image301.wmf]OPB

， 


[image: image302.wmf]PB

Ì

Q

平面
[image: image303.wmf]OPB

，
[image: image304.wmf]ADPB

\^

． 

（2）
[image: image305.wmf]Q

平面
[image: image306.wmf]PAD

^

平面
[image: image307.wmf]ABCD

，平面
[image: image308.wmf]PAD

I

平面
[image: image309.wmf]ABCDAD

=

，
[image: image310.wmf]OAAD

^

，


[image: image311.wmf]OP

\^

平面
[image: image312.wmf]ABCD

．

以
[image: image313.wmf]O

为原点，以
[image: image314.wmf]OA

，
[image: image315.wmf]OB

，
[image: image316.wmf]OP

为坐标轴建立空间直角坐标系， 

如图所示：则
[image: image317.wmf](
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B

，
[image: image318.wmf](

)

2,3,0

C

-

，假设存在点
[image: image319.wmf](

)

,0,

Mmn

使得二面角
[image: image320.wmf]MBCD

--

的大小为
[image: image321.wmf]6

p

，则
[image: image322.wmf](
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,3,

MBmn

=--

uuur

，
[image: image323.wmf](

)

2,0,0

BC

=-

uuur

．

设平面
[image: image324.wmf]BCM

的法向量为
[image: image325.wmf](
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，则
[image: image326.wmf]0

0

mBC

mMB

ì

=

ï

í

=

ï

î

uruuur

g

uruuur

g

．


[image: image327.wmf]20
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，令
[image: image328.wmf]1
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得
[image: image329.wmf]3
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[image: image330.wmf]OP

^

Q

平面
[image: image331.wmf]ABCD

，


[image: image332.wmf](
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为平面
[image: image333.wmf]ABCD

的一个法向量． 


[image: image334.wmf]2
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解得
[image: image335.wmf]1

n

=

．
[image: image336.wmf]123163
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[image: image337.png]



4．【2017届四川成都市高三一诊】如图１，在正方形
[image: image338.wmf]ABCD

中，点
[image: image339.wmf],

EF

分别是
[image: image340.wmf],

ABBC

的中点，
[image: image341.wmf]BD

与
[image: image342.wmf]EF

交于点
[image: image343.wmf],

HG

为
[image: image344.wmf]BD

中点，点
[image: image345.wmf]R

在线段
[image: image346.wmf]BH

上，且
[image: image347.wmf](

)

0

BR

RH

ll

=>

.现将
[image: image348.wmf]BEF

CFD

AED

D

D

D

,

,

分别沿
[image: image349.wmf],,

DEDFEF

折起，使点
[image: image350.wmf],

AC

重合于点
[image: image351.wmf]B

（该点记为
[image: image352.wmf]P

），如图2所示.

[image: image353.png]W

b,




（1）若
[image: image354.wmf]2

l

=

，求证：
[image: image355.wmf]GR

^

平面
[image: image356.wmf]PEF

；

（2）是否存在正实数
[image: image357.wmf]l

，使得直线
[image: image358.wmf]FR

与平面
[image: image359.wmf]DEF

所成角的正弦值为
[image: image360.wmf]22

5

？若存在，求出
[image: image361.wmf]l

的值；若不存在，请说明理由.

【答案】(1)详见解析；（2）
[image: image362.wmf]3

1

=

l

.

【解析】（1）由题意，可知
[image: image363.wmf],,

PEPFPD

三条直线两两垂直． 

∴
[image: image364.wmf]PD

^

平面
[image: image365.wmf]PEF

． 

在图1中，∵
[image: image366.wmf],

EF

分别是
[image: image367.wmf],

ABBC

的中点，∴
[image: image368.wmf]//AC

EF

，∴
[image: image369.wmf]2

GBGH

=

．

又∵
[image: image370.wmf]G

在
[image: image371.wmf]BD

的中点，∴
[image: image372.wmf]2

DGGH

=

．

在图2中，∵
[image: image373.wmf]2

PRBR

RHRH

==

，且
[image: image374.wmf]2

DG

GH

=

，

∴在
[image: image375.wmf]PDH

D

中，
[image: image376.wmf]//PD

GR

． 

∴
[image: image377.wmf]GR

^

平面
[image: image378.wmf]PEF

． 

（2）由题意，分别以
[image: image379.wmf],,

PFPEPD

所在直线为
[image: image380.wmf]x

轴，
[image: image381.wmf]y

轴，
[image: image382.wmf]z

轴建立如图所示的空间直角坐标系
[image: image383.wmf]Pxyz

．

[image: image384.png]



设
[image: image385.wmf]4
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，则
[image: image386.wmf](
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∵
[image: image388.wmf]PR
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又∵
[image: image392.wmf](
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，

设平面
[image: image393.wmf]DEF

的一个法向量为
[image: image394.wmf](

)

,,

mxyz

=

．

由
[image: image395.wmf]220
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[image: image396.wmf]1
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，则
[image: image397.wmf](
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． 

∵直线
[image: image398.wmf]FR

与平面
[image: image399.wmf]DEF

所成角的正弦值为
[image: image400.wmf]22

5

，

∴
[image: image401.wmf]222
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∴
[image: image402.wmf]2

91870

ll

+-=

，解得
[image: image403.wmf]1

3

l

=

或
[image: image404.wmf]7

3

l

=-

（不合题意，舍去）

故存在正实数
[image: image405.wmf]1

3

l

=

，使得直线
[image: image406.wmf]FR

与平面
[image: image407.wmf]DEF

所成有的正弦值为
[image: image408.wmf]22

5

． 

5．【2017届云南大理州高三上学期统测】在四棱锥中
[image: image409.wmf]PABCD

-

，底面
[image: image410.wmf]ABCD

是正方形，侧面
[image: image411.wmf]PAD

^

底面
[image: image412.wmf]ABCD

，且
[image: image413.wmf]2

2

PAPDADEF

==

、

、

，分别为
[image: image414.wmf]PCBD

、

的中点.

（1）求证：
[image: image415.wmf]//

EF

平面
[image: image416.wmf]PAD

；

（2）在线段
[image: image417.wmf]AB

上是否存在点
[image: image418.wmf]G

，使得二面角
[image: image419.wmf]CPDG

--

的余弦值为
[image: image420.wmf]3

3

，若存在，请求出点
[image: image421.wmf]G

的位置；若不存在，请说明理由.

[image: image422.png]N




【答案】（1）证明见解析；（2）存在，
[image: image423.wmf]G

为
[image: image424.wmf]AB

的中点.
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（2）取
[image: image426.wmf]AD

的中点
[image: image427.wmf]O

，连接
[image: image428.wmf],

OPOF

，

因为
[image: image429.wmf]PAPD

=

，所以
[image: image430.wmf]POAD

^

，

又因为侧面
[image: image431.wmf]PAD

^

底面
[image: image432.wmf]ABCD

，交线为
[image: image433.wmf]AD

，所以
[image: image434.wmf]PO

^

平面
[image: image435.wmf]ABCD

，

以
[image: image436.wmf]O

为原点，分别以射线
[image: image437.wmf],

OAOF

和
[image: image438.wmf]OP

为
[image: image439.wmf]x

轴，
[image: image440.wmf]y

轴和
[image: image441.wmf]z

轴建立空间直角坐标系，


[image: image442.wmf]Oxyz

-

，不妨设
[image: image443.wmf]2
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=
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则有
[image: image444.wmf](

)

(

)

(

)

0,0,1,1,0,0,1,2,0

PDC

--

，假设在
[image: image445.wmf]AB

上存在点
[image: image446.wmf](
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则
[image: image447.wmf](
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． 

因为侧面
[image: image448.wmf]PAD

^

底面
[image: image449.wmf]ABCD

，交线为
[image: image450.wmf]AD

，且底面是正方形，

所以
[image: image451.wmf]CD

^

平面
[image: image452.wmf]PAD

，则
[image: image453.wmf]CDPA

^

，

由
[image: image454.wmf]222

PAPDAD

+=

得
[image: image455.wmf]PDPA

^

，

所以
[image: image456.wmf]PA

^



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image457.wmf]PDC

，即平面
[image: image458.wmf]PDC

的一个法向量为
[image: image459.wmf](

)

1,0,1
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uuuv

． 

设平面
[image: image460.wmf]PDG

的法向理为
[image: image461.wmf](
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v

，由
[image: image462.wmf]0

0

PDn
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=
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uuuvv
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uuuvv

g

即
[image: image463.wmf]0

20
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î

，亦即
[image: image464.wmf]2
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x

y

a
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î

，可取
[image: image465.wmf](
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,2
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． 

所以
[image: image466.wmf]2
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． 

解得
[image: image467.wmf]1,1

aa

==-

（舍去）．

所以线段
[image: image468.wmf]AB

上存在点
[image: image469.wmf]G

，且
[image: image470.wmf]G

为
[image: image471.wmf]AB

的中点，使得二面角
[image: image472.wmf]CPDG

--

的余弦值为
[image: image473.wmf]3

3

． 

6.直三棱柱
[image: image474.wmf]111

ABCABC

-

中，
[image: image475.wmf]1

1

AAABAC

===

，
[image: image476.wmf],

EF

分别是
[image: image477.wmf]1

,

CCBC

 的中点，
[image: image478.wmf]11

AEAB

^

，
[image: image479.wmf]D

为棱
[image: image480.wmf]11

AB

上的点．
[image: image481.png]



（1）证明：
[image: image482.wmf]DFAE

^

；
（2）是否存在一点
[image: image483.wmf]D

，使得平面
[image: image484.wmf]DEF

与平面
[image: image485.wmf]ABC

所成锐二面角的余弦值为
[image: image486.wmf]14

14

？
若存在，说明点
[image: image487.wmf]D

的位置，若不存在，说明理由．
【答案】（1）详见其解析；（2）存在一点
[image: image488.wmf]D

，使得平面
[image: image489.wmf]DEF

与平面
[image: image490.wmf]ABC

所成锐二面角的余弦值为
[image: image491.wmf]14

14

．

【解析】（1）证明[image: image492.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




：∵
[image: image493.wmf]11

AEAB

^

，
[image: image494.wmf]11

//,

ABABAEAB

\^

，又∵
[image: image495.wmf]11

,

AAABAAAEA

^=

I

∴
[image: image496.wmf]AB

⊥面
[image: image497.wmf]11

AACC

．又∵
[image: image498.wmf]AC

Ì

面
[image: image499.wmf]11

AACC

，∴
[image: image500.wmf]ABAC

^

，[image: image907.jpg]


以
[image: image501.wmf]A

为原点建立如图所示的空间直角坐标系
[image: image502.wmf]Axyz

-

，
则有
[image: image503.wmf](
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，设
[image: image504.wmf](
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DxyzADAB
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且
[image: image505.wmf](

)

0,1

l

Î

，即
[image: image506.wmf](

)
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,则
[image: image507.wmf]11
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uuur

，∵
[image: image508.wmf]111

0,1,,0
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AEDFAE

æö

=\×=-=

ç÷

èø

uuuruuuruuur

，所以
[image: image509.wmf]DFAE

^

；   
（2）结论：存在一点
[image: image510.wmf]D

，使得平面
[image: image511.wmf]DEF

与平面
[image: image512.wmf]ABC

所成锐二面角的余弦值为
[image: image513.wmf]14

14

[来源:学。科。网]
理由如下：由题可知面
[image: image514.wmf]ABC

的法向量
[image: image515.wmf](

)

0,0,1

n

=

r

，设面
[image: image516.wmf]DEF

的法向量为
[image: image517.wmf](

)
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nxyz

=

r

，则
[image: image518.wmf]0

0

nFE

nDF
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×=
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î
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ruuur

，
∵
[image: image519.wmf]11111
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22222

FEDF
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ç÷ç÷

èøèø

uuuruuur

，∴
[image: image520.wmf]111
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，即
[image: image521.wmf](
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=
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，
令
[image: image522.wmf](

)

21

z

l

=-

，则
[image: image523.wmf](
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)
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=+-

r

．∵平面
[image: image524.wmf]DEF

与平面
[image: image525.wmf]ABC

所成锐二面角的余弦值为
[image: image526.wmf]14

14

，
∴
[image: image527.wmf]14

cos,

14
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×

==

urr

urr

urr

，即
[image: image528.wmf](

)
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)
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l
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-
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+++-

，
解得
[image: image529.wmf]1

2

l

=

或
[image: image530.wmf]7

4

l

=

（舍），所以当
[image: image531.wmf]D

为
[image: image532.wmf]11

AB

中点时满足要求．
7．【2016届浙江省嘉兴一中等高三第一次五校联考】在四棱锥
[image: image533.wmf]PABCD

-

中，
[image: image534.wmf]AD

^

平面
[image: image535.wmf]PDC

，
[image: image536.wmf]PDDC

^

，底面
[image: image537.wmf]ABCD

是梯形，
[image: image538.wmf]//

ABDC

，
[image: image539.wmf]1

ABADPD

===

，
[image: image540.wmf]2

CD

=

．

[image: image541.png]



（1）求证：平面
[image: image542.wmf]PBC

^

平面
[image: image543.wmf]PBD

；
（2）设
[image: image544.wmf]Q

为棱
[image: image545.wmf]PC

上一点，
[image: image546.wmf]PQPC

l

=

uuuruuur

，试确定
[image: image547.wmf]l

的值使得二面角
[image: image548.wmf]QBDP

--

为
[image: image549.wmf]60

o

．

【答案】（1）详见解析；（2）
[image: image550.wmf]36

l

=-

．

【解析】（1）∵
[image: image551.wmf]AD

^

平面
[image: image552.wmf]PDC

，
[image: image553.wmf]PD

Ì

平面
[image: image554.wmf]PDC

，
[image: image555.wmf]DC

Ì

平面
[image: image556.wmf]PDC

，

∴
[image: image557.wmf]ADPD

^

，
[image: image558.wmf]ADDC

^

，在梯形
[image: image559.wmf]ABCD

中，过点作
[image: image560.wmf]B

作
[image: image561.wmf]BHCD

^

于
[image: image562.wmf]H

，
在
[image: image563.wmf]BCH

D

中，
[image: image564.wmf]145

BHCHBCH

°

==ÞÐ=

，又在
[image: image565.wmf]DAB

D

中，
[image: image566.wmf]145

ADABADB

°

==ÞÐ=

，

∴
[image: image567.wmf]4590

BDCDBCBCBD

°°

Ð=ÞÐ=Þ^

， ∵
[image: image568.wmf]PDAD

^

，
[image: image569.wmf]PDDC

^

，
[image: image570.wmf]ADDCD

=

I

，


[image: image571.wmf]AD

Ì

平面
[image: image572.wmf]ABCD

，
[image: image573.wmf]DC

Ì

平面
[image: image574.wmf]ABCD

，∴
[image: image575.wmf]PD

^

平面
[image: image576.wmf]ABCD

，∵
[image: image577.wmf]BC

Ì

平面
[image: image578.wmf]ABCD

，

∴
[image: image579.wmf]PDBC

^

，∵
[image: image580.wmf]BDPDD

=

I

，
[image: image581.wmf]BD

Ì

平面
[image: image582.wmf]PBD

，
[image: image583.wmf]PD

Ì

平面
[image: image584.wmf]PBD

，∴
[image: image585.wmf]BC

^

平面
[image: image586.wmf]PBD

，

∵
[image: image587.wmf]BC

Ì

平面
[image: image588.wmf]PBC

，∴平面
[image: image589.wmf]PBC

^

平面
[image: image590.wmf]PBD

[image: image591.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




；（2）法一：过点
[image: image592.wmf]Q

作
[image: image593.wmf]//

QMBC

交
[image: image594.wmf]PB

于点
[image: image595.wmf]M

，过点
[image: image596.wmf]M

作
[image: image597.wmf]MNBD

^

于点
[image: image598.wmf]N

，连
[image: image599.wmf]QN

，由（1）可知
[image: image600.wmf]BC

^

平面
[image: image601.wmf]PDB

，∴
[image: image602.wmf]QM

^

平面
[image: image603.wmf]PDB

，∴
[image: image604.wmf]QMBD

^

，
∵
[image: image605.wmf]QMMNM

=

I

，∴
[image: image606.wmf]BD

^

平面
[image: image607.wmf]MNQ

，∴
[image: image608.wmf]BDQN

^

，∴
[image: image609.wmf]QNM

Ð

是二面角
[image: image610.wmf]QBDP

--

的平面角，

∴
[image: image611.wmf]60

QNM

°

Ð=

，∵
[image: image612.wmf]PQPC
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uuuruuur

，∴
[image: image613.wmf]PQ

PC

l

=

，∵
[image: image614.wmf]//

QMBC

，∴
[image: image615.wmf]PQQMPM

PCBCPB

l
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，  

∴
[image: image616.wmf]QMBC

l

=

，由（1）知
[image: image617.wmf]2

BC

=

，∴
[image: image618.wmf]2

QM

l

=

，又∵
[image: image619.wmf]1

PD

=

，∵
[image: image620.wmf]//

MNPD

，∴
[image: image621.wmf]MNBM

PDPB
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，  

∴
[image: image622.wmf]11

BMPBPMPM
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PBPBPB
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，∵
[image: image623.wmf]tan
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，∴
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 EMBED Equation.3 [image: image625.wmf]36

l

=-

；法二：以
[image: image626.wmf]D

为原点，
[image: image627.wmf]DA

，
[image: image628.wmf]DC

，
[image: image629.wmf]DP

所在直线为
[image: image630.wmf]x

，
[image: image631.wmf]y

，
[image: image632.wmf]z

轴建立空间直角坐标系(如图) 
则
[image: image633.wmf](0,0,1)

P

，
[image: image634.wmf](0,2,0)

C

，
[image: image635.wmf](1,0,0)

A

，
[image: image636.wmf](1,1,0)

B

，令
[image: image637.wmf]000
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Qxyz

，则

[image: image638.wmf]000
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PQxyz
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，
[image: image639.wmf](0,2,1)
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，∵
[image: image640.wmf]PQPC
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[image: image641.wmf]000
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xyz
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，
∴
[image: image642.wmf](0,2,1)

Q
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，∵
[image: image643.wmf]BC

^

平面
[image: image644.wmf]PBD

，∴
[image: image645.wmf](1,1,0)

n

=-

r

是平面
[image: image646.wmf]PBD

的一个法向量，
设平面
[image: image647.wmf]QBD

的法向量为
[image: image648.wmf]()

mxyz

=
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，则
[image: image649.wmf]0
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mDQ

ì

×=

ï

í

×=

ï

î

uruuur

uruuur

 ，即 
[image: image650.wmf]0
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 即 
[image: image651.wmf]2
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，
不妨令
[image: image652.wmf]1
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，得
[image: image653.wmf]2
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l
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-

ur

，∵二面角
[image: image654.wmf]QBDP
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为
[image: image655.wmf]60
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，
∴
[image: image656.wmf]2
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l

l

×

===

×+

-

urr

urr

urr

，解得
[image: image657.wmf]36

l

=±

， ∵
[image: image658.wmf]Q

在棱
[image: image659.wmf]PC

上，∴
[image: image660.wmf]0

l

<<1

，故
[image: image661.wmf]6

l

=3-

为所求．
[image: image662.png]
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8．【2016届浙江省慈溪中学高三上学期期中】如图，四棱锥
[image: image665.wmf]PABCD

-

中，侧面
[image: image666.wmf]PDC

是边长为2的正三角形，底面
[image: image667.wmf]ABCD

是菱形，
[image: image668.wmf]60

ADC

Ð=

o

，点
[image: image669.wmf]P

在底面
[image: image670.wmf]ABCD

上的射影为
[image: image671.wmf]ACD

D

的重心，点
[image: image672.wmf]M

为线段
[image: image673.wmf]PB

上的点．

[image: image674.png]



（1）当点
[image: image675.wmf]M

为
[image: image676.wmf]PB

的中点时，求证：
[image: image677.wmf]//

PD

平面
[image: image678.wmf]ACM

；

（2）当平面
[image: image679.wmf]CDM

与平面
[image: image680.wmf]CBM

所成锐二面角的余弦值为
[image: image681.wmf]3

2

时，求
[image: image682.wmf]BM

BP

的值．

【答案】（1）详见解析；（2）
[image: image683.wmf]1

4

或
[image: image684.wmf]3

4

．

【解析】（1）设
[image: image685.wmf]AC

，
[image: image686.wmf]BD

的交点为
[image: image687.wmf]I

，连结
[image: image688.wmf]MI

，∵
[image: image689.wmf]I

，
[image: image690.wmf]M

分别为
[image: image691.wmf]BD

，
[image: image692.wmf]BP

的中点，∴
[image: image693.wmf]//

PDMI

，

又∵
[image: image694.wmf]MI

Ì

平面
[image: image695.wmf]ACM

，∴
[image: image696.wmf]//

PD

平面
[image: image697.wmf]ACM

；（2）设
[image: image698.wmf]CD

的中点为
[image: image699.wmf]O

，分别以
[image: image700.wmf]OA

，
[image: image701.wmf]OC

为
[image: image702.wmf]x

轴，
[image: image703.wmf]y

轴，

过
[image: image704.wmf]O

点垂直平面
[image: image705.wmf]ABCD

的直线为
[image: image706.wmf]z

轴建立空间直角坐标系，则
[image: image707.wmf](3,0,0)
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，
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[image: image714.wmf]2326
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，
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，
[image: image716.wmf](3,1,0)
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uuur

，

设平面
[image: image717.wmf]CDM

的法向量
[image: image718.wmf](,,)
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，则
[image: image719.wmf]mCM
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且
[image: image720.wmf]mCD
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[image: image721.wmf]111
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，令
[image: image722.wmf]1
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，

则
[image: image723.wmf]3222
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ur

，设平面
[image: image724.wmf]CBM

[image: image725.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




的法向量为
[image: image726.wmf]222
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r

，则
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且
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，令
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∴
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 EMBED Equation.3 [image: image733.wmf]2
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或
[image: image734.wmf]3
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，∴ 
[image: image735.wmf]1

4

BM

BP

=

或
[image: image736.wmf]3

4

．

9．【2016届安徽省马鞍山二中等高三第三次联考】如图，在四棱锥
[image: image737.wmf]PABCD

-

中，
[image: image738.wmf]PA

^

底面
[image: image739.wmf]ABCD

，
[image: image740.wmf]DAB

Ð

为直角，
[image: image741.wmf]ABCD

P

,
[image: image742.wmf]2

ADCDAB
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，
[image: image743.wmf]EF

，

分别为
[image: image744.wmf]PCCD

、

的中点．

[image: image745.png]



（1）试证：
[image: image746.wmf]AB

^

平面
[image: image747.wmf]BEF

；

（2）设
[image: image748.wmf]PAkAB
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，且二面角
[image: image749.wmf]EBDC
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的平面角大于
[image: image750.wmf]45
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，求
[image: image751.wmf]k

的取值范围．

【答案】（1）见解析；（2[image: image752.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




）
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．
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（2）以
[image: image755.wmf]A

为原点，以
[image: image756.wmf]ABADAP

、

、

为
[image: image757.wmf]OXOYOZ

、

、

正向建立空间直角坐标系，设
[image: image758.wmf]AB

的长为1，则
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，设平面
[image: image760.wmf]CDB

的法向量为
[image: image761.wmf](
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，平面
[image: image762.wmf]EDB

的法向量为
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，取
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，可得
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，

设二面角
[image: image767.wmf]EBDC
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的大小为
[image: image768.wmf]q

，则
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化简得
[image: image770.wmf]2
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，则
[image: image771.wmf]25
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．

10．【2016届宁夏吴[image: image772.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




忠中学高三上学期第四次月考】如图，四棱锥
[image: image773.wmf]ABCDE

-

，平面
[image: image774.wmf]ABC

⊥平面
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（1）若点
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【答案】（1）详见解析；（2）点
[image: image788.wmf]F

在
[image: image789.wmf]AB

中点

【解析】（1）证明：连
[image: image790.wmf]CE

交
[image: image791.wmf]BD

于点
[image: image792.wmf]M

，∵四边形
[image: image793.wmf]BCDE

是矩形，
[image: image794.wmf]M

为
[image: image795.wmf]CE

中点，

在△
[image: image796.wmf]ACE

中，
[image: image797.wmf]G

为
[image: image798.wmf]AE

中点，故
[image: image799.wmf]//

GMAC

． 

∵
[image: image800.wmf]GM

Ì

平面
[image: image801.wmf]BDG

，
[image: image802.wmf]AC

Ë

平面
[image: image803.wmf]BDG

，

∴
[image: image804.wmf]//

AC

平面
[image: image805.wmf]BDG

．

（2）取
[image: image806.wmf]BC

中点
[image: image807.wmf]O

，分别以
[image: image808.wmf]OB

，
[image: image809.wmf]OM

，
[image: image810.wmf]OA

所在的直线为
[image: image811.wmf]x

，
[image: image812.wmf]y

，
[image: image813.wmf]z

轴建立空间直角坐标系，

[image: image814.png]



则
[image: image815.wmf](0,0,3)

A

，
[image: image816.wmf](1,0,0)

B

，
[image: image817.wmf](1,0,0)

C

-

，
[image: image818.wmf](1,2,0)

E

，设
[image: image819.wmf]BFBA

l

=

uuuruuur



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image820.wmf]01

l

££

得
[image: image821.wmf](1,0,3)

F

ll

-

，显然平面
[image: image822.wmf]BCE

的法向量为
[image: image823.wmf](0,0,1)

．

设平面
[image: image824.wmf]CEF

的法向量为
[image: image825.wmf](,,)

nxyz

=

r

，由
[image: image826.wmf]220,

(2)30.

nCExy

nCFxz

ll

ì

×=+=

ï

í

×=-+=

ï

î

ruuur

ruuur

取
[image: image827.wmf]1

x

=

，得
[image: image828.wmf]2

y

=-

，
[image: image829.wmf]2

3

z

l

l

-

=

，∴
[image: image830.wmf]2

(1,2,)

3

n

l

l

-

=-

r

．

依题意有
[image: image831.wmf]2

2

||

3

cos

4

2

12()

3

l

p

l

l

l

-

=

-

++

，整理得
[image: image832.wmf]2

210

ll

+-=

[image: image833.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




，解得
[image: image834.wmf]1

l

=-

舍去或
[image: image835.wmf]1

2

l

=

．

所以当点
[image: image836.wmf]F

在
[image: image837.wmf]AB

中点时，恰[image: image838.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




好满足题意．
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如图，在四棱锥
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