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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题一：多面体与球的组合体问题

纵观近几年高考对于组合体的考查,重点放在与球相关的外接与内切问题上.要求学生有较强的空间想象能力和准确的计算能力,才能顺利解答.从实际教学来看,这部分知识是学生掌握最为模糊,看到就头[image: image1.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




疼的题目.分析原因,除了这类题目的入手确实不易之外,主要是学生没有形成解题的模式和套路,以至于遇到类似的题目便产生畏惧心理.本文就高中阶段出现这类问题加以类型的总结和方法的探讨.
一、球与柱体的组合体

规则的柱体,如正方体、长方体、正棱柱等能够和球进行充分的组合,以外接和内切两种形态进行结合,通过球的半径和棱柱的棱产生联系,然后考查几何体的体积或者表面积等相关问题.

 球与正方体

如图1所示,正方体
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,设正方体的棱长为
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为棱的中点,
[image: image5.wmf]O

为球的球心.常见组合方式有三类：一是球为正方体的内切球,截面图为正方形
[image: image6.wmf]EFGH

和其内切圆,则
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；二是与正方体各棱相切的球,截面图为正方形
[image: image8.wmf]EFGH

和其外接圆,则
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；三是球为正方体的外接球,截面图为长方形
[image: image10.wmf]11
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和其外接圆,则
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.通过这三种类型可以发现,解决正方体与球的组合问题,常用工具是截面图,即根据组合的形式找到两个几何体的轴截面,通过两个截面图的位置关系,确定好正方体的棱与球的半径的关系,进而将空间问题转化为平面问题.
[image: image12.png]



【例1】  棱长为1的正方体
[image: image13.wmf]1111
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的8个顶点都在球
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的表面上,
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分别是棱
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的中点,则直线
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被球
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截得的线段长为（     ）
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【分析】本题求解关键是得出直线
[image: image24.wmf]EF

被球
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截得的线段为球的截面圆的直径
【解析】由题意可知,球为正方体的外接球.平面
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截面所得圆面的半径
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直线
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截得的线段为球的截面圆的直径
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【小试牛刀】【2017届广东省深圳市高三下学期第一次调研】已知棱长为2的正方体[image: image33.png]ABCD-A,B,C,D,



,球[image: image34.png]


与该正方体的各个面相切,则平面[image: image35.png]ACB



截此球所得的截面的面积为（    ）

A. [image: image36.png]8



    B. [image: image37.png]5T



    C. [image: image38.png]4Tt



    D. [image: image39.png]21




球与长方体

长方体各顶点可在一个球面上,故长方体存在外切球.但是不一定存在内切球.设长方体的棱长为
[image: image40.wmf],,,
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其体对角线为
[image: image41.wmf]l

.当球为长方体的外接球时,截面图为长方体的对角面和其外接圆,和正方体的外接球的道理是一样的,故球的半径
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【例2】在长、宽、高分别为2,2,4的长方体内有一个半径为1的球,任意摆动此长方体,则球经过的空间部分的体积为(    )[来源:学。科。网]
A.eq \f(10π,3)
B.4π

C.eq \f(8π,3)

D.eq \f(7π,3)
【分析】转化为求正方体的内切球
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【小试牛刀】已知正四棱柱的底边和侧棱长均为
[image: image44.wmf]32

,则该正四棱锥的外接球的表面积为          .

球与直棱柱

球与一般的直棱柱的组合体,常以外接形态居多.下面以正三棱柱为例,介绍本类题目的解法构造直角三角形法.设正三棱柱
[image: image45.wmf]111
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的高为
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底面边长为
[image: image47.wmf]a

,如图2所示,
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和
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分别为上下底面的中心.根据几何体的特点,球心必落在高
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的中点
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借助直角三角形
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的勾股定理,可求
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【例3】已知直三棱柱ABC－A1B1C1的6个顶点都在球O的球面上[image: image56.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




,若AB＝3,AC＝4,AB⊥AC,AA1＝12,则球O的半径为(　　)

A.eq \f(3\r(17),2)       B．2eq \r(10)       C.eq \f(13,2)
    D．3eq \r(10)
【分析】先确定球心位置,再利用
[image: image57.wmf]222
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确定球的半径

【解析】如图所示,由球心作平面ABC的垂线,








则垂足为BC的中点M.又AM＝eq \f(1,2)BC＝eq \f(5,2),OM＝eq \f(1,2)AA1＝6,所以球O的半径R＝OA＝eq \r(\f(5,2)2＋62)＝eq \f(13,2).
【点评】直棱柱的外接球的球心是上下底面外接圆圆心连线的中点.

【小试牛刀】直三棱柱
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的六个顶点都在球
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的球面上,若
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的表面积为（    ）
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二、球与锥体的组合体

规则的锥体,如正四面体、正棱锥、特殊的一些棱锥等能够和球进行充分的组合,以外接和内切两种形态进行结合,通过球的半径和棱锥的棱和高产生联系,然后考查几何体的体积或者表面积等相关问题.

2.1 球与正四面体

正四面体作为一个规则的几何体,它既存在外接球,也存在内切球,并且两心合一,利用这点可顺利解决球的半径与正四面体的棱长的关系.如图4,设正四面体
[image: image69.wmf]SABC
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的棱长为
[image: image70.wmf]a

,内切球半径为
[image: image71.wmf]r

,外接球的半径为
[image: image72.wmf]R

,取
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的中点为
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,
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为
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在底面的射影,连接
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为正四面体的高.在截面三角形
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,作一个与边
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和
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相切,圆心在高
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上的圆,即为内切球的截面.因为正四面体本身的对称性可知,外接球和内切球的球心同为
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.此时,
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则有
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解得：
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这个解法是通过利用两心合一的思路,建立含有两个球的半径的等量关系进行求解.同时我们可以发现,球心
[image: image87.wmf]O

为正四面体高的四等分点.如果我们牢记这些数量关系,可为解题带来极大的方便.
[image: image88.png]



【例4】将半径都为１的四个钢球完全装入形状为正四面体的容器里,这个正四面体的高的最小值为  (     )

A.
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【解析】“容器四面体”中的这四个小球,以四个小球为球心为顶点构成了一个棱长为2的“球心正四面体”,这个四面体的高是“单位正四面体”高（
[image: image93.wmf]6
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）的2倍即为
[image: image94.wmf]3
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. “球心正四面体”的底面到“容器正四面体”的地面为小球半径1,而“球心正四面体”顶点到“容器正四面体”的顶点的距离为3（小球半径的3倍）,于是“容器正四面体”的高为
[image: image95.wmf]26
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,选择C.[这个“小球半径的3倍”是这样想的：做一个小球的外切正四面体,这个小球球心与外切正四面体的中心重合,而正四面体的中心到顶点的距离是中心到地面距离的3倍.]
【小试牛刀】【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】正四面体的棱长为
[image: image96.wmf]a

,其内接球与外接球的体积比为              ．

2.2 球与三条侧棱互相垂直的三棱锥

球与三条侧棱互相垂直的三棱锥组合问题,主要是体现在球为三棱锥的外接球.解决的基本方法是补形法,即把三棱锥补形成正方体或者长方体.常见两种形式：[来源:学&科&网Z&X&X&K]
一是三棱锥的三条侧棱互相垂直并且相等,则可以补形为一个正方体,它的外接球的球心就是三棱锥的外接球的球心.如图5,三棱锥
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的外接球的球心和正方体
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的外接球的球心重合.设
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.二是如果三棱锥的三条侧棱互相垂直并且不相等,则可以补形为一个长方体,它的外接球的球心就是三棱锥的外接球的球心.
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【例5】在正三棱锥
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中,
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分别是棱
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的中点,且
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,则正三棱锥
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外接球的表面积是    .

【解析】如图6,正三棱锥对棱相互垂直,即
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此时正三棱锥
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的三条侧棱互相垂直并且相等,故将正三棱锥补形为正方体.球的半径
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【小试牛刀】一个几何体的三视图如图所示,其中主视图和左视图是腰长为1的两个全等的等腰直角三角形,则该几何体的外接球的表面积为(     )
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2.3  球与正棱锥

   球与正棱锥的组合,常见的有两类,一是球为三棱锥的外接球,此时三棱锥的各个顶点在球面上,根据截[image: image123.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




面图的特点,可以构造直角三角形进行求解.二是球为正棱锥的内切球,例如正三棱锥的内切球,球与正三棱锥四个面相切,球心到四个面的距离相等,都为球半径
[image: image124.wmf]R

．这样求球的半径可转化为球球心到三棱锥面的距离,故可采用等体积法解决,即四个小三棱锥的体积和为正三棱锥的体积.

【例6】在三棱锥P－ABC中,PA＝PB=PC=[image: image125.wmf]3

,侧棱PA与底面ABC所成的角为60°,则该三棱锥外接球的体积为（     ）

  A．[image: image126.wmf]p

　 B.[image: image127.wmf]3
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【解析】如图7所示,过
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点作底面
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的垂线,垂足为
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【小试牛刀】已知正三棱锥[image: image142.wmf]P
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ABC,点P,A,B,C都在半径为[image: image143.wmf]3

的球面上,若PA,PB,PC两两互相垂直,则球心
到截面ABC的距离为____________.[
2.4  球与特殊的棱锥

球与一些特殊的棱锥进行组合,一定要抓住棱锥的几何性质,可综合利用截面法、补形法等进行求解.例如,四个面都是直角三角形的三棱锥,可利用直角三角形斜边中点几何特征,巧定球心位置.如图8,三棱锥
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【例7】矩形
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[image: image158.wmf]ABCD

的外接球[image: image159.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




的体积是(    )

A.
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【解析】由题意分析可知,四面体
[image: image164.wmf]ABCD

的外接球的球心落在
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的中点,此时满足
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【小试牛刀】【2017届山西省临汾一中、忻州一中、长治二中等五校高三上学期联考】已知三棱锥[image: image170.png]A-BCD



内接与球[image: image171.png]


,且[image: image172.png]BC=BD=CD=2,3



,若三棱锥[image: image173.png]A-BCD



体积的最大值为[image: image174.png]


,则球[image: image175.png]


的表面积为（    ）

A. [image: image176.png]16m



    B. [image: image177.png]25T



    C. [image: image178.png]36m



    D. [image: image179.png]64




三、球与球的组合体

对个多个小球结合在一起,组合成复杂的几何体问题,要求有丰富的空间想象能力,解决本类问题需掌握恰当的处理手段,如准确确定各个小球的球心的位置关系,或者巧借截面图等方法,将空间问题转化平面问题求解.

【例8】 在半径为R的球内放入大小相等的4个小球,则小球半径r的最大值为（     ）

A. (eq \r(2)－1)R
    B . (eq \r(6)－2)R
C.eq \f( 1 ,4)R
        D. eq \f( 1 ,3)R
【解析】要使得小球的半径最大,需使得4个小球的球心为一个正四面体的四个顶点,如图9所示,此时正四面体
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【小试牛刀】如图,在一个正方体内放入两个半径不相等的球O1,O2,这两个球外切,且球O1与正方体共顶点A的三个面相切,球O2与正方体共顶点B1的三个面相切,则两球在正方体的面AA1C1C上的正投影是(　　)











四、 球与几何体的各条棱相切

球与几何体的各条棱相切问题,关键要抓住棱与球相切的几何性质,达到明确球心的位

置为目的,然后通过构造直角三角形进行转换和求解.如与正四面体各棱都相切的球的半径为相对棱的一半：
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4

ra

¢

=

.

【例9】把一个皮球放入如图10所示的由8根长均为20 cm的铁丝接成的四棱锥形骨架内,使皮球的表面与8根铁丝都有接触点,则皮球的半径为（     ）
[image: image192.png]
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【解析】如图11所示,由题意球心在AP上,球心为O,过O作BP的垂线ON垂足为N,ON=R,OM=R,因为各个棱都为20,所以AM=10,BP=20,BM=10,AB=
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以
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五、与三视图相结合的组合体问题

本类问题一般首先给出三视图,然后考查其直观图的相关的组合体问题.解答的一般思路是根据三视图还原几何体,根据几何体的特征选择以上介绍的方法进行求解.  

【例10】【2017届吉林省吉林市普通中学高三毕业班第二次调研测试】某几何体的三视图如下图,若该几何体的所有顶点都在一个球面上,则该球面的表面积为（    ）
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A. [image: image217.png]4t



    B. [image: image218.png]28



    C. [image: image219.png]44T



    D. [image: image220.png]20m




【解析】由三视图可知,几何体是一个三棱柱,几何体的底面是边长为[image: image221.png]


 的等边三角形,侧棱长为[image: image222.png]


 ,三棱柱的两个底面中心的中点与三棱柱的顶点的连线就是半径,[image: image223.png]r= (7 [)+1_

N



 ,球的表面积为[image: image224.png]2 7 28n
arr” =4n X —= —
3 3



 ,故选B.

【小试牛刀】【2017届河北省正定中学高三上学期期中）[image: image225.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




】如图,网格纸上小正方形的边长为1,粗实线及粗虚线画出的是某多面体的三视图,则该多面体外接球的表面积为（   ）

[image: image226.png]



A. [image: image227.png]8



    B. [image: image228.png]25
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    C. [image: image229.png]41
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    D. [image: image230.png]12m




综合上面的五种类型,解决与球的外切问题主要是指球外切多面体与旋转体,解答时首先要找准切点,通过作截面来解决.如果外切的是多面体,则作截面时主要抓住多面体过球心的对角面来作；把一个多面体的几个顶点放在球面上即为球的内接问题．解决[image: image231.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




这类问题的关键是抓住内接的特点,即球心到多面体的顶点的距离等于球的半径．发挥好空间想象力,借助于数形结合进行转化,问题即可得解．如果是一些特殊的几何体,如正方体、正四面体等可以借助结论直接求解,此时结论的记忆必须准确.
【迁移运用】

1．【2017届河北省石家[image: image232.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




庄市高三第二次质量检测】四棱锥[image: image233.png]P-ABCD



的底面[image: image234.png]ABCD



是边长为6的正方形,且[image: image235.png]PA=PB=PC=PD



,若一个半径为1的球与此四棱锥所有面都相切,则该四棱锥的高是（    ）

A. 6    B. 5    C. [image: image236.png]


    D. [image: image237.png]



2．【2017届辽宁省沈阳市郊联体高三上学期期末】如图,有一个水平放置的透明无盖的正方体容器,容器高8[image: image238.png]cm



,将一个球放在容器口,再向容器注水,当球[image: image239.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




面恰好接触水面时测得水深为6[image: image240.png]cm



,如不计容器的厚度,则球的表面积为（   ）

[image: image241.png]



A. [image: image242.png]100m



    B. [image: image243.png]500m



    C. [image: image244.png]50m



    D. [image: image245.png]200m




3．【2017届云南省云南师范大学附属中学高三高考适应性月考】四面体[image: image246.png]PABC



的四个顶点都在球[image: image247.png]


的球面上,[image: image248.png]PA=8, BC=4, PB=PC=AB=AC



,且平面[image: image249.png]PBC L



平面[image: image250.png]ABC



,则球[image: image251.png]


的表面积为（    ）

A. [image: image252.png]64



    B. [image: image253.png]65



    C. [image: image254.png]66T



    D. [image: image255.png]128n




4．【2017届湖南省衡阳市高三上学期期末考试】一个四面体的三视图如图所示,则该[image: image256.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




四面体的外接球的表面积为（    ）

[image: image257.png]



A. [image: image258.png]4Tt



    B. [image: image259.png]4t



    C. [image: image260.png]21



   [image: image261.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




 D. [image: image262.png]21



[来源:Z*xx*k.Com]
5．【2017学年湖北省黄冈市黄冈中学上学期期末】在矩形[image: image263.png]ABCD



中,[image: image264.png]AC



,现将[image: image265.png]A ABC



沿对角线[image: image266.png]AC



折起,

使点[image: image267.png]


到达点[image: image268.png]


的位置,得到三棱锥[image: image269.png]B-ACD



,则三棱锥[image: image270.png]B-ACD



的外接球的表面积为(    )[来源:学+科+网]
A. [image: image271.png]


      B. [image: image272.png]21



     C. [image: image273.png]4t



     D. 大小与点[image: image274.png]


的位置有关

6．【湖北省部分重点中学2017届高三上学期第二次联考】一个几何体的三视图如图所示,则该几何体的外接球的表面积为（  ）[来源:学|科|网Z|X|X|K]
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A. [image: image276.png]36m



    B. [image: image277.png]8



    C. [image: image278.png]om



    D. [image: image279.png]27T




7．【2017届甘肃省高台县第一中学高三上学期期末】已知三棱锥[image: image280.png]P-ABC



,在底面[image: image281.png]A ABC



中,[image: image282.png]ZA =60°



,[image: image283.png]BC=.3



,[image: image284.png]PA L



面[image: image285.png]ABC



,[image: image286.png]PA



,则此三[image: image287.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




棱锥的外接球的体积为（    ）

A. [image: image288.png]


    B. [image: image289.png]


    C. [image: image290.png]


    D. [image: image291.png]8




8．【2016-2017学年江西吉安一中高二上学期段考】在封闭的直三棱柱
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[image: image293.wmf]V

的球,若
[image: image294.wmf]1

,6,8,3

ABBCABBCAA

^===

,则
[image: image295.wmf]V

的最大值是（   ）

A．
[image: image296.wmf]4

p

               B．
[image: image297.wmf]9

2

p

                 C．
[image: image298.wmf]6

p

                      D．
[image: image299.wmf]32

3

p


9．【2016届河北省衡水二中高三上学期期中】已知四面体P－ABC的外接球的球心O在AB上,且PO⊥平面ABC,
[image: image300.wmf]23

ACAB

=

, 若四面体P－ABC的体积为
[image: image301.wmf]3
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,则该球的体积为（  ）
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      C．
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     D．
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10．【2016届贵州省贵阳市六中高三元月月考】表面积为
[image: image306.wmf]p
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的球面上有四点
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且
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是等边三角形,球心O到平面ABC的距离为
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,若
[image: image310.wmf]ABC

SAB

面

^

,则棱锥
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体积的最大值为          ．

11．【2017届陕西省西安市铁一中学高三上学期第五次模拟】若三棱锥[image: image312.png]A-BCD



中,[image: image313.png]AB=CD =6



,其余各棱长均为5,则三棱锥内切球的表面积为__________．

12．【2017届河北省衡水中学高三上学期六调】一个直六棱柱的底面是边长为2的正六边形,侧棱长为3,则它的外接球的表面积为__________．

13．【2017届河北省衡[image: image314.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




水中学高三上学期六调】已知三棱锥[image: image315.png]0-ABC,£BOC = 90°,0A L



平面[image: image316.png]BOC



,其中[image: image317.png]AB = /10



,[image: image318.png]BC =13



,[image: image319.png]AC = ,5,0,A,B,C



四点均在球[image: image320.png]


的表面上,则球[image: image321.png]


的表面积为__________．

14．【2017届甘肃天水一中高三12月月考】已知三棱锥
[image: image322.wmf]PABC
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,若
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,则三棱锥
[image: image328.wmf]PABC
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15．【2017届甘肃天水一中高三12月月考】如图,直三棱柱
[image: image329.wmf]111
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的六个顶点都在半径为1的半球面上,
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[image: image332.wmf]11

ABBA

的面积为        ．

[image: image333.png]



16．【2017届河北武邑中学高三上学期调研四】已知某棱锥的三视图如图（最左侧是正视图）所示,俯视图为正方[image: image334.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




形及一条对角线,根据图中所给的数据,该棱锥外接球的体积是_____.

[image: image335.png]



17．【2016届陕西省渭南市白水中学高三上第三次月考】一个空间几何体的三视图如图所示,且这个空间几何体的所有[image: image336.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




顶点都在同一个球面上,则这个球的表面积是        ．

[image: image337.png]



18．【2016届黑龙江省哈尔滨师大附中高三12月考】利用一个球体毛坯切削后得到一个四棱锥[image: image338.wmf]PABCD
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,其中底面四边形是边长为[image: image339.wmf]1
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19．【2016届河北省邯郸市一中高三一轮收官考试】如图,在四面体
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