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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题三 利用基本不等式处理最值、证明不等式和实际问题
不等式问题始终是高考数学的热点题型之[image: image1.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




一,而基本不等式法是最为常见、应用十分广泛的方法之一．下面笔者以近几年高考试题及模拟题为例,对高考中考查利用基本不等式解题的基本特征和基本类型作一些分类解析,供参考．

I  基础知识
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II  拓展

1．一个重要的不等式链：
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3．函数
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图象及性质

(1)函数
[image: image40.wmf](

)

0

)

(

>

+

=

b

a

x

b

ax

x

f

、

图象如右[image: image41.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




图所示：
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(2)函数
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性质：

①值域：
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注：(1)当两个正数的积为定植时,可以求它们的和的最小值,当两个正数的和为定植时,可以求它们的积的最小值,正所谓“积定和最小,和定积最大”；

(2)求最值的条件“一正,二定,三相等”；

(3)均值定理在求最值、比较大小、求变量的取值范围、证明不等式、解决实际问题方面有广泛的应用．

III  基本不等式的应用

一、利用基本不等式求最值

利用基本不等式求函数最值时,应注意三个条件：“一正,二定,三相等”,这三个条件中,以定值为本．因为在一定限制条件下,某些代数式需经过一定的变式处理,才可利用基本不等式求得最值,而怎样变式,完全取决于定值的作用．主要有两种类型：一类是中条件给出定值式,一类是条件中无定值式．

类型一  给出定值

【例1】【2016届重庆市南开中学高三12月月考】已知
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【答案】B

【解析】
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【小试牛刀】设
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的最小值是__________．

【答案】
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【分析一】考虑通法,消元化为单元函数,而后可用导数法和判别式法求解函数的最小值；

【解析一】
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【分析二】考虑整体替换的方法,分母的和为常数．

【解析二】设
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类型二  未知定值

【例2】【2017届山西晋中榆社中学高三11月月考】已知
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【答案】D[来源:学科网]
【解析】
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【点评】配凑法是解决这类问题的常用方法,其目的是将代数式或函数式变形为基本不等式适用的条件,对于这种没有明确定值式的求最大值（最小值）问题,要灵活依据条件或待求式合理构造定值式．

【小试牛刀】【2017届辽宁沈阳二中高三上学期期中】若
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【答案】A
【解析】
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技巧一：凑项

【例3】【2017届甘肃天水一中高三12月月考】设
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【分析】拼凑成和为定值的形式
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【点评】使用该公式时一定要牢牢抓住一正、二定、三相等这三个条件,如果不符合条件则：非正化正、非定构定、不等作[image: image84.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




图（单调性）.平时应熟练掌握双钩函数的图象,还应加强非定构定、不等作图这方面的训练,并注重表达的规范性,才能灵活应对这类题型.
【小试牛刀】【2016届安徽省马鞍山二中等高三第三次联考】已知
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【答案】B

【解析】因为
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技巧二：凑系数

【例4】 当
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【分析】由
[image: image94.wmf]04

x

<<

知
[image: image95.wmf]820

x

->

,利用基本不等式求最值,必须和为定值或积为定值,此题为两个式子积的形式,但其和不是定值．注意到
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【解析】
[image: image98.wmf](

)

(

)

2

11282

822828

222

xx

yxxxx

--

æö

=-=×-£=

éù

ç÷

ëû

èø

,当
[image: image99.wmf]282

xx

=-

,即
[image: image100.wmf]2

x

=

时取等号,∴当
[image: image101.wmf]2

x

=

时,
[image: image102.wmf](82)

yxx

=-

的最大值为8．

【评注】本题无法直接运用基本不等式求解,但凑系数后可得到和为定值,从而可利用基本不等式求最大值．

【小试牛刀】设
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【点评】总的来说,要提高拼凑的技巧,设法拼凑出乘积或和为定值的形式．
技巧三： 分离

【例5】 求
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【分析一】本题看似无法运用基本不等式,不妨将分子配方凑出含有
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时,
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【小试牛刀】【2016届江西省南昌市二中高三上第四次考试】已知a,b都是负实数,则
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【答案】B

【解析】
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[image: image120.wmf]222
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技巧四：换元

【例6】已知a,b为正实数,2b＋ab＋a＝30,求y＝ eq \f(1,ab) 的最小值．

【分析】这是一个二元函数的最值问题,通常有两个途径,一是通过消元,转化为一元函数问题,再用单调性或基本不等式求解,对本题来说,这种途径是可行的；二是直接用基本不等式,对本题来说,因已知条件中既有和的形式,又有积的形式,不能一步到位求出最值,考虑用基本不等式放缩后,再通过解不等式的途径进行．

【解法一】由已知得a＝ eq \f(30－2b,b＋1) ,ab＝ eq \f(30－2b,b＋1) ·b＝ eq \f(－2 b 2＋30b,b＋1) ．∵a＞0,∴0＜b＜15．令t＝b+1,则

1＜t＜16,∴ab＝ eq \f(－2t 2＋34t－31,t) ＝－2（t＋ eq \f(16,t) ）＋34．∵t＋ eq \f(16,t) ≥2t)  eq \r(t·) 
＝8,∴ab≤18,∴y≥ eq \f(1,18) ,当且仅当t＝4,即a＝6,b＝3时,等号成立．

【解法二】由已知得：30－ab＝a＋2b．∵a＋2b≥2 eq \r(2 ab ) ,∴30－ab≥2 eq \r(2 ab ) ．令u＝ eq \r(ab ) ,则

u2＋2 eq \r(2) u－30≤0,－5 eq \r(2) ≤u≤3 eq \r(2) ,∴ eq \r(ab ) ≤3 eq \r(2) ,ab≤18,∴y≥ eq \f(1,18) ．学科网

【点评】①本题考查不等式
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【小试牛刀】【2017届重庆市第一中学高三上学期期中】设正实数[image: image131.wmf]y
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【点评】基本不等式具有将“和式”转化为“积式”和将“积式”转化为“和式”的放缩功能,因此可以用在一些不等式的证明中,还可以用于求代数式的最值或取值范围．如果条件等式中,同时含有两个变量的和与积的形式,就可以直接利用基本不等式对两个正数的和与积进行转化,然后通过解不等式进行求解．

技巧五：整体代换

多次连用最值定理求最值时,要注意取等号的条件的一致性,否则就会出错．

【例7】已知
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【错解】
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【错因】解法中两次连用基本不等式,在
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,取等号的条件的不一致,产生错误．因此,在利用基本不等式处理问题时,列出等号成立条件是解题的必要步骤,而且是检验转换是否有误的一种方法．
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【小试牛刀】【2017届江苏无锡市普通高中高三上期中】已知正实数
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满足
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,则
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【答案】
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【解析】 因为
[image: image155.wmf]14

12

ab

+

++
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[image: image157.wmf]1343
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,故应填答案
[image: image158.wmf]1343
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技巧六：取平方

【例8】已知x,y为正实数,3x＋2y＝10,求函数W＝ eq \r(3x) ＋ eq \r(2y) 的最值．

【分析一】可以利用算术平均与平方平均之间的不等关系
[image: image159.wmf]22
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．

【解法一】 eq \r(3x) ＋ eq \r(2y)  ≤x)  eq \r(2) 

 eq \r(（）2＋（ eq \r(2y) ）2) 
＝ eq \r(2) 

 eq \r(3x＋2y) ＝2 eq \r(5) ． 

【分析二】条件与结论均为和的形式,设法直接用基本不等式,应通过平方化函数式为积的形式,再向“和为定值”条件靠拢．

【解法二】W＞0,W2＝3x＋2y＋2 eq \r(3x) · eq \r(2y) ＝10＋2 eq \r(3x) · eq \r(2y) ≤10＋( eq \r(3x) )2·( eq \r(2y) )2 ＝10＋(3x＋2y)＝20,∴W≤ eq \r(20) ＝2 eq \r(5) ． 

【小试牛刀】求函数
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【解析】注意到
[image: image161.wmf]21

x

-

与
[image: image162.wmf]52

x

-

的和为定值．


[image: image163.wmf]22

(2152)42(21)(52)4(21)(52)8

yxxxxxx

=-+-=+--£+-+-=

,又
[image: image164.wmf]0

y

>

,
[image: image165.wmf]022

y

\<£

,当且仅当
[image: image166.wmf]21

x

-

=
[image: image167.wmf]52

x

-

,即
[image: image168.wmf]3

2

x

=

时取等号,故
[image: image169.wmf]max

22

y

=

．

【点评】本题将解析式两边平方构造出“和为定值”,为利用基本不等式创造了条件．

技巧七：构造

要求一个目标函数
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的最值,我们利用基本不等式构造一个以
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为主元的不等式（一般为二次不等式）,解之即可得
[image: image172.wmf])
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【例9】设
[image: image173.wmf],
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为实数,若
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【分析】利用基本不等式将已知定值式中
[image: image176.wmf]22
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【点评】本题的解法过程体现了“消元”的思想,所求目标函数是和的形式,那我们就设法消去条件等式中的乘积,方法就是利用基本不等式,这里它的作用,一个是消元,还有就是把条件的等式变为了不等式．

【小试牛刀】【2017届河北武邑中学高三周考】若正实数
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【分析】构成关于
[image: image184.wmf]xy
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的不等式,通过解不等式求最值
【解析】由
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的最大值是
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.所以C选项是正确的.
技巧八：添加参数

【例10】若已知
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【解析】
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时可取得函数的最小值,此时
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【小试牛刀】设
[image: image198.wmf]w

z

y

x

,

,

,

是不全为零的实数,求
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【点评】从这个例子我们可以看出,这种配凑是有规律的,关键是我们建立了一个等式
[image: image201.wmf]121
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,这个等式建立的依据是等号成立的条件,目的就是为了取得最值．
【小试牛刀】设
[image: image202.wmf],,
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是正实数,求
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【解析】引进参数
[image: image204.wmf]k

,使之满足
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,依据取等号的条件,有：
[image: image206.wmf]22(10)4
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,故
[image: image207.wmf]222
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综上所述,应用均值不等式求最值要注意：

一要“正”：各项或各因式必须为正数；二可“定”：必须满足“和为定值”或“积为定值”,要凑出“和为定值”或“积为定值”的式子结构,如果找不出“定值”的条件用这个定理,求最值就会出错；三能“等”：要保证等号确能成立,如果等号不能成立,那么求出的仍不是最值．
应用二：利用基本不等式证明不等式

基本不等式
[image: image208.wmf]ab
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 EMBED Equation.3  [image: image209.wmf](
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具有将“和式”转化为“积式”或将“积式”转化为“和式”的放缩功能,并且有很多不同的变形,如：
[image: image210.wmf](
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等,所以利用基本不等式及其变式证明不等式既方便又具有很大的技巧．

类型一  轮换对称型

【例11】设
[image: image211.wmf]000
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求证：
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【分析】所证不等式是关于
[image: image213.wmf]a,b,c

的轮换不等式,易知
[image: image214.wmf]2
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,然后轮换相加即可．
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【点评】欲证明的不等式如属轮换对称型,通常分拆证明,用基本不等式,再用同向不等式相加或相乘的性质证明．但要注意多次用基本不等式时,必须保证每次用时等号都成立,最终等号才成立[image: image216.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




．

类型二  用“1”代换型

【例12】已知
[image: image217.wmf]00

a,b

>>

,且
[image: image218.wmf]1
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[image: image219.wmf]11
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【分析】把待证式的左边分子中的“1”用“
[image: image220.wmf]1
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”代换．

【证明】
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[image: image222.wmf]11
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当且仅当
[image: image223.wmf]1
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【点评】要完成“1”的代换,首先要认真观察已知式和待证不等式；其次是如何代,直接代入,还是用式子乘1等；再次代入后要变式,使得能用基本不等式进行论证．

【小试牛刀】已知
[image: image224.wmf]000
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且
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[image: image226.wmf]111
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【分析】不等式右边数字8,使我们联想到左边因式分别使用基本不等式可得三个“2”连乘,又
[image: image227.wmf]112
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,可由此变形入手．

【解析】
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image232.wmf]112
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．上述三个不等式两边均为正,分别相乘,得
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【例13】若
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【解析】

设
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考虑到取等号的条件,有
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应用三：基本不等式与恒成立问题

【例14】【2017届福建福州外国语学校高三上学期期中】已知
[image: image244.wmf]x
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恒成立,则实数
[image: image249.wmf]m

的取值范围是          ．
【分析】先求左边式子的最小值
【解析】∵
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【点评】恒成立指函数在其定义域内满足某一条件（如恒大于
[image: image265.wmf]0

等）,此时,函数中的参数成为限制了这一可能性（就是说某个参数的存在使得在有些情况下无法满足要求的条件）,因此,适当的分离参数能简化解题过程．例：要使函数
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,这是比较简单的情况,而对于比较复杂的情况时,先分离参数的话做题较简单.
【小试牛刀】若
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应用四：均值定理在比较大小中的应用

【例15】若
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【分析】∵
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应用五：利用基本不等式处理实际问题

【例16】有一边长为
[image: image281.wmf],
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（
[image: image282.wmf]ab
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）的长方形纸板,在四个角各裁出一个大小相同的正方形,把四边折起做成一个无盖的盒子,要使盒子的容积最大,问裁去的正方形的边长应为多少？
【分析】这是一个高考题,很古老了．可以利用函数和导数来解决．但我们也可以用基本不等式来处理它．

【解析】设裁去的正方形的边长为
[image: image283.wmf]x

,则做成的无盖长方体容积为
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引入参数
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由取等号的条件得
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消去参数得到：[image: image291.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)
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【迁移运用】[来源:学|科|网Z|X|X|K]
1．【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】已知
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2．【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】已知
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3．【2017届湖南师大附中高三上学期月考】已知
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4．【2017届河北武邑中学高三上学期调研】设正实数
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5．【2017届河南南阳一中高三上学期月考】已知在正项等比数列
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6．【2017届江西鹰潭一中高三上学期月考】已知
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7．【2017届重庆市第一中学高三12月月考】设
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【答案】D
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10．【2016届浙江省慈溪中学高三上学期期中】已知正实数
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11．【2016届河南省郑州市一中高三上学期联考】已知实数m,n,若
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12．【2016届河北省正定中学高三上学期期中】设
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14．【2017届山西晋中榆社中学高三11月月考】若实数
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15．【2017届四川双流中学高三测试】已知实数
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16．【2017届福建南平浦城县高三上学期期中】当
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17．【2017届河南百校联盟高三11月质监】已知正实数
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18．【2017届山东德州市高三上学期期中】若正数
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19．【2017届甘肃天水一中高三11月测试】若正数
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20．【2016届湖南省高三下高考考前练】已知正实数
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21．【2017届黑龙江虎林一中高三上期中】已知实数
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22．【2016届河北省武邑中学高三上学期测试】已知[image: image514.wmf]x

,[image: image515.wmf]R

y

Î

,满足[image: image516.wmf]22

246

xxyy

++=

,则[image: image517.wmf]22

4

zxy

=+

的最小值为         ．

【答案】[image: image518.wmf]4


【解析】因为[image: image519.wmf]22

22222222

43

624244(4)

22

xy

xxyyxxyyxyxy

+

=++=++£++=+

g

,即[image: image520.wmf]22

44

xy

+³

,当且仅当[image: image521.wmf]2

xy

=

时等号成立,所以[image: image522.wmf]22

4

zxy

=+

的最小值为4．
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24．已知函数
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25．某人准备租一辆车从孝感出发去武汉,已知从出发点到目的地的距离为
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）为汽车的行驶速度,耗油率指汽车每小时的耗油量．租车需付给司机每小时的工资为
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【解析】依题意,设总费用为
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