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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题一：含参数的不等式的恒成立、恰成立、能成立问题

纵观近几年高考对于不等式综合问题的考查,主要有三类问题：恒成立问题、能成立问题以及恰成立问题,要求学生有较强的推理能力和准确的计算能力,才能顺利解答．从实际教学来看,这部分知识能力要求高[image: image1.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




、难度大,是学生掌握最为薄弱,看到就头疼的题目．分析原因,除了这类题目的入手确实不易之外,主要是学生没有形成解题的模式和套路,以至于遇到类似的题目便产生畏惧心理．本文就高中阶段出现这类问题加以类型的总结和方法的探讨．

一、不等式恒成立问题

新课标下的高考越来越注重对学生的综合素质的考察,恒成立问题便是一个考察学生综合素质的很好途径,它常以函数、方程、不等式和数列等知识点为载体,渗透着换元、化归、分类讨论、数形结合、函数与方程等思想方法,在培养思维的灵活性、创造性等方面起到了积极的作用．近几年的数学高考中频频出现恒成立问[image: image2.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




题,其形式逐渐多样化,但都与函数、导数知识密不可分．

解决高考数学中的恒成立问题常用以下几种方法：①函数性质法；②主参换位法；③分离参数法；④数形结合法；⑤消元转化法．下面我就以近几年高考试题为例加以剖析．

(一)函数性质法
1.一次函数——单调性法

给定一次函数
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同理,若在
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【例1】若不等式
[image: image15.wmf])

1

(

1

2

2

-

>

-

x

m

x

对满足
[image: image16.wmf]2

2

£

£

-

m

的所有
[image: image17.wmf]m

都成立[image: image18.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




,求
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的范围．

【分析】我们可以用改变主元的办法,将
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视为主变元,即将元不等式化为： 
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【点评】有些问题,如果采取反客为主（即改变主元）的策略,可产生意想不到的效果．

2.二次函数——利用判别式、韦达定理及根的分布求解

主要有以下几种基本类型：

类型1：设
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类型2：设
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（2）当
[image: image35.wmf]0

<

a

时,
[image: image36.wmf]]

,

[

0

)

(

b

a

Î

>

x

x

f

在

上恒成立
[image: image37.wmf](

)

(

)

0,

0.

f

f

a

b

>

ì

ï

Û

í

>

ï

î



[image: image38.wmf]]

,

[

0

)

(

b

a

Î

<

x

x

f

在

上恒成立
[image: image39.wmf],

222

()00()0.

bbb

aaa

ff

aabb

ab

ììì

-<£-£->

ïïï

Û

ííí

ïïï

>D<<

îîî

或

或


【例2】已知不等式
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【分析】由不等式
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【解析】∵不等式
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【点评】本题考查一元二次不等式的解法,是基础题．解题时要认真审题,仔细解答,注意合理地进行等价转化．
【小试牛刀】已知命题p：函数f(x)＝x2＋2ax＋1在R上有零点．命题q：x2＋3(a＋1)x＋2≤0在区间eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(\f(1,2)，\f(3,2)))内恒成立．若命题“p且q”是假命题,求实数a的取值范围．
3.其它函数：
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【例3】已知函数
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【分析】
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【小试牛刀】【云南大理州2017届第一次统测】设函数
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 (二)分离参数法——极端化原则

若所给的不等式能通过恒等变形使参数与主元分离于不等式两端,从而问题转化为求主元函数的最值,进而求出参数范围．利用分离参数法来确定不等式
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（3）解不等式
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适用题型：（1）参数与变量能分离；（2）函数的最值易求出．

【例4.】【广东郴州市2017届高三第二次教学质量监测】已知函数
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【解析】（Ⅰ）
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【小试牛刀】【贵州遵义市2017届高三第一次联考】已知函数
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 (三)主参换位——反客为主法

某些含参不等式恒成立问题,在分离参数会遇到讨论的麻烦或者即使能容易分离出参数与变量,但函数的最值却难以求出时,可考虑变换思维角度“反客为主”,即把习惯上的主元变与参数变量的“地位”交换一下,变个视角重新审查恒[image: image183.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




成立问题,往往可避免不必要的分类讨论或使问题降次、简化,起到“山穷水尽疑无路,柳暗花明又一村”的出奇制胜的效果．

【例5】【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛】已知当
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【小试牛刀】已知函数
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(Ⅰ) 求函数
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 (四)数形结合——直观求解法

若所给不等式进行合理的变形化为
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等式
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(五)消元转化法

【例7】已知f(x)是定义在[-1,1]上的奇函数,且f(1)=1,若
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【解析】本题不等式中有三个变量,因此可以通过消元转化的策[image: image226.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




略,先消去一个变量,容易证明f(x)是定义在[-1,1]上的增函数,故 f(x)在[-1,1]上的最大值为f(1)=1,则
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【点评】对于含有两个[image: image237.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




以上变量的不等式恒成立问题,可[image: image238.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




以根据题意依次进行消元转化,从而转化为只含有两变量的不等式问题,使问题得到解决．
上述例子剖析了近几年数学高考中恒成立问题的题型及解法,值得一提的是,各种类型各种方法并不是完全孤立的,虽然方法表现的不同,但其实质却都与求函数的最值是等价的,这也正体现了数学中的“统一美”．

二、不等式能成立问题的处理方法
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注意不等式能成立问题（即不等式有解问题）与恒成立问题的区别．从集合观点看,含参不等式[image: image249.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT
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【例8】已知f(x),g(x)分别是定义在R上的奇[image: image264.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




函数和偶函数,且f(x)＋g(x)＝( EQ \F(1,2))x．若存在

x0∈[ EQ \F(1,2),1],使得等式af(x0)＋g(2x0)＝0成立,则实数a的取值范围是    ▲   ．

【答案】[2 EQ  \r( ,2), EQ \F(5,2)
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【点评】解题时需由奇偶性定义求出函数
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【例10】已知
[image: image303.wmf]=

)

(

x

f



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image304.wmf]x

x

+

2

2

1

,
[image: image305.wmf]=

)

(

x

g



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image306.wmf]a

x

-

+

)

1

ln(

,

 ⑴若存在
[image: image307.wmf]]

2

,

0

[

Î

x

,使得
[image: image308.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

=

,求实数
[image: image309.wmf]a

的取值范围；

 ⑵若存在
[image: image310.wmf]]

2

,

0

[

Î

x

,使得
[image: image311.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

>

,求实数
[image: image312.wmf]a

的取值范围；[来源:学.科.网]
 ⑶若对任意
[image: image313.wmf]]

2

,

0

[

Î

x

,恒有
[image: image314.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

>

,求实数
[image: image315.wmf]a

的取值范围；

 ⑷若对任意
[image: image316.wmf]]

2

,

0

[

,

2

1

Î

x

x

,恒有
[image: image317.wmf])

(

)

(

2

1

x

g

x

f

>

,求实数
[image: image318.wmf]a

的取值范围；

 ⑸若对任意
[image: image319.wmf]]

2

,

0

[

2

Î

x

,存在
[image: image320.wmf]]

2

,

0

[

1

Î

x

,使得
[image: image321.wmf])

(

)

(

2

1

x

g

x

f

>

,求实数
[image: image322.wmf]a

的取值范围；

 ⑹若对任意
[image: image323.wmf]]

2

,

0

[

2

Î

x

,存在
[image: image324.wmf]]

2

,

0

[

1

Î

x

,使得
[image: image325.wmf])

(

)

(

2

1

x

g

x

f

=

,求实数
[image: image326.wmf]a

的取值范围；

 ⑺若存在
[image: image327.wmf]]

2

,

0

[

,

2

1

Î

x

x

,使得
[image: image328.wmf])

(

)

(

2

1

x

g

x

f

>

,求实数
[image: image329.wmf]a

的取值范围；

 ⑻若存在
[image: image330.wmf]]

2

,

0

[

,

2

1

Î

x

x

,使得
[image: image331.wmf])

(

)

(

2

1

x

g

x

f

=

,求实数
[image: image332.wmf]a

的取值范围.

⑴解析：由
[image: image333.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

=

可得
[image: image334.wmf]x

x

+

2

2

1



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image335.wmf]a

x

=

+

-

)

1

ln(

,存在
[image: image336.wmf]]

2

,

0

[

Î

x

,使得
[image: image337.wmf])

(

)

(

x

g

x

f

=

,即方程
[image: image338.wmf]x

x

+

2

2

1



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image339.wmf]a

x

=

+

-

)

1

ln(

在
[image: image340.wmf]]

2

,

0

[

上有解.设
[image: image341.wmf]=

)

(

x

h



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image342.wmf]x

x

+

2

2

1



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image343.wmf])

1

ln(

+

-

x

,则方程
[image: image344.wmf]x

x

+

2

2

1



 EMBED Equation.KSEE3  \* MERGEFORMAT [image: image345.wmf]a

x

=

+

-

)

1

ln(

在
[image: image346.wmf]]

2

,

0

[

上有解的条件是
[image: image347.wmf]a

为
[image: image348.wmf])

(

x

h

值域中的元素,所以
[image: image349.wmf]a

的取值范围就是
[image: image350.wmf])

(

x

h

的值域.

因为
[image: image351.wmf]]

2

,

0

[

Î

x

时
[image: image352.wmf]1

1

1

+

-

+

=

¢

x

x

x

h

）

（

=
[image: image353.wmf]1

2

2

+

+

x

x

x

>0,所以
[image: image354.wmf])

(

x

h

在
[image: image355.wmf]]

2

,

0

[

上是增函数,由此可求得
[image: image356.wmf])

(

x

h

的值域是[0,
[image: image357.wmf]3

ln

4

-

],所以实数
[image: image358.wmf]a

的取值范围是[0,
[image: image359.wmf]3

ln

4

-

].
⑵解析：据题意：若存在
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点评：在求不等式中的参数范围过程中,当不等式中的参数（或关于参数的式子）能够与其它变量完全分离出来并且分离后不等式其中一边的函数的最值或值域可求时,常用分离参数法.另外要注意方程有解与不等式有解的区别,方程有解常通过分离参数法转化为求函数值域问题,而不等式有解常通过分离参数法转化为求函数最值问题.
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