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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
数列与不等式的相结合问题

数列与不等式的交汇题,是高考数学的常见题型.  对数列不等式综合题的解答,往往要求能够熟练应用相关的基础知识和基本技能,同时还应具备比较娴熟的代数变换技能和技巧. 

近年数列与不等式交汇题考查点：

1．以客观题考查不等式的性质、解法与数列、等差数列、等比数列的简单交汇.

2．以解答题以中档题或压轴题的形式考查数列与不等式的交汇,还有可能涉及到导数、解析几何、三角函数的知识等,深度考查不等式的证明(主要比较法、综合法、分析法、放缩法、数学归纳法、反证法)和逻辑推理能力及分类讨论、化归的数学思想,试题新颖别致,难度相对较大.
3．将数列与不等式的交汇渗透于递推数列及抽象数列中进行考查,主要考查转化及方程的思想.
题型一：最值问题

求解数列中的某些最值问题,有时须结合不等式来解决,其具体解法有：（1）建立目标函数,通过不等式确定变量范围,进而求得最值；（2）首先利用不等式判断数列的单调性,然后确定最值；（3）利用条件中的不等式关系确定最值.

【例1】设等差数列
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【分析】根据条件将前4项与前5项和的不等关系转化为关于首项
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的不等式,然后利用此不等关系确定公差
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【解析】因为等差数列
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故
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【点评】本题最值的确定主要是根据条件的不等式关系来求最值的,其中确定数列的公差
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是解答的关键,同时解答中要注意不等式传递性的应用.

【小试牛刀】【2017届辽宁葫芦岛普通高中高三上学期考试】已知数列
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【答案】
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题型二:恒成立问题

求解数列与不等式结合恒成立条件下的参数问题主要两种策略：（1）若函数
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；（2）利用等差数列与等比数列等数列知识化简不等式,再通过解不等式解得. 
【例2】【2017江西吉安一中上学期段考】设不等式组[image: image41.wmf]0
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区域为[image: image43.wmf]n

D

,记[image: image44.wmf]n

D

内的格点（格点即横坐标和纵坐标均为整数的点）个数为[image: image45.wmf](

)

(

)

*

fnnN

Î

．

（1）求[image: image46.wmf](

)

(

)

1,2

ff

的值及[image: image47.wmf](

)

fn

的表达式；

（2）记数列[image: image48.wmf](

)

{

}

fn

的前[image: image49.wmf]n

项和为[image: image50.wmf]n

S

,若[image: image51.wmf]n

Sn

l

>

对任意正整数[image: image52.wmf]n

恒成立,求[image: image53.wmf]l

的取值范围．
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【点评】解决数列恒成立问题一般会涉及到基本不等式及数列单调性.

【小试牛刀】【2016届湖北武汉华中师大第一附中高三上期中】设等差数列
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题型三：证明问题

此类不等式的证明常用的方法：（1）比较法,特别是差值比较法是最根本的方法；（2）分析法与综合法,一般是利用分析法分析,再利用综合法分析；（3）放缩法[image: image95.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




,主要是通过分母分子的扩大或缩小、项数的增加与减少等手段达到证明的目的.

【例3】设数列
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【分析】第（Ⅰ）小题可考虑用数学归纳法证明； 第 (Ⅱ)小题可利用综合法结合不等关系的迭代； 第 （Ⅲ）小题利用不等式的传递性转化等比数列,然后利用前
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【点评】本题是数列与不等式、数学归纳法的知识交汇题,属于难题,此类试题在高考中点占有一席之地.应用放缩法证明不等式的关键. 其一,选择适当的放缩因子（即放缩的对象）,其二,放大或缩小的幅度,这时幅度要合适,且力求计算量不要太大.

【小试牛刀】【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】已知数列
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题型四：探索性问题

数列与不等式中的探索性问题主要表现为存在型,解答的一般策略：先假设所探求对象存在或结论成立,以此假设为前提条件进行运算或逻辑推理,若由此推出矛盾,则假设不成立,从而得到“否定”的结论,即不存在.若推理不出现矛盾,能求得在范围内的数值或图形,就得到肯定的结论,即得到存在的结果.[来源:Z#xx#k.Com]
【例4】已知等差数列
[image: image174.wmf]}

{

n

a

满足：
[image: image175.wmf]2

1

=

a

,且
[image: image176.wmf]1

a

、
[image: image177.wmf]2

a

、
[image: image178.wmf]5

a

成等比数列.

 （Ⅰ）求数列
[image: image179.wmf]}

{

n

a

的通项公式.

 （Ⅱ）记
[image: image180.wmf]n

S

为数列
[image: image181.wmf]}

{

n

a

的前
[image: image182.wmf]n

项和,是否存在正整数
[image: image183.wmf]n

,使得
[image: image184.wmf]?

800
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+

>

n

S

n

若存在,求
[image: image185.wmf]n

的最小值；若不存在,说明理由.

【分析】（Ⅰ）设数列
[image: image186.wmf]}

{

n

a

的公差为
[image: image187.wmf]d

,根据
[image: image188.wmf]d

d

4
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,

2

,
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+

成等比数列求得
[image: image189.wmf]d

的值,从而求得数列
[image: image190.wmf]}

{

n

a

的通项公[image: image191.png]b2 2R (ZXXK.COM)




式；（Ⅱ）由（Ⅰ）中求得的
[image: image192.wmf]n

a

,根据等差数列的求和公式求出
[image: image193.wmf]n

S

,解不等式
[image: image194.wmf]800
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S

n

求出满足条件的的
[image: image195.wmf]n

.
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（Ⅱ）当
[image: image197.wmf]2

n

a

=

时,
[image: image198.wmf]2

n
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. 显然
[image: image199.wmf]260800
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,

此时不存在正整数
[image: image200.wmf]n

,使得
[image: image201.wmf]60800

n

Sn

>+

成立.  
当
[image: image202.wmf]42

n

an

=-

时,
[image: image203.wmf]2
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令
[image: image204.wmf]2

260800

nn

>+

,即
[image: image205.wmf]2

304000

nn

-->

,  

解得
[image: image206.wmf]40

n

>

或
[image: image207.wmf]10

n

<-

（舍去）,

此时存在正整数
[image: image208.wmf]n

,使得
[image: image209.wmf]60800

n

Sn

>+

成立,
[image: image210.wmf]n

的最小值为41.  
综上,当
[image: image211.wmf]2

n

a

=

时,不存在满足题意的
[image: image212.wmf]n

；

当
[image: image213.wmf]42

n

an

=-

时,存在满足题意的
[image: image214.wmf]n

,其最小值为41. 

【点评】本题
[image: image215.wmf]n

a

的表示式有两种,需要对着两种情况讨论,再确定是否存在满足题意的
[image: image216.wmf]n

[image: image217.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




. 解决数列与函数、不等式的综合问题的关键是从题设中提炼出数列的基本条件,综合函数与不等式的知识求解；数列是特殊的函数,以数列为背景的不等式证明问题及以函数为背景的数列的综合问题体现了在知识交汇点上命题的特点．

与数列有关的探索问题：第一步：假设符合条件的结论存在；第二步：从假设出发,利用题中关系求解；第三步,确定符合要求的结论存在或不存在；第四步：给出明确结果；第五步：反思回顾,查看关键点.

【小试牛刀】已知Sn是等比数列{an}的前n项和,S4,S2,S3成等差数列,且a2＋a3＋a4＝－18.

(1)求数列{an}的通项公式；

(2)是否存在正整数n,使得Sn≥2 013？若存在,求出符合条件的所有n的集合；若不存在,说明理由．

【解析】(1)设数列{an}的公比为q,则a1≠0,q≠0.

由题意得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(S2－S4＝S3－S2，,a2＋a3＋a4＝－18，))即eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(－a1q2－a1q3＝a1q2，,a1q（1＋q＋q2）＝－18，))
解得eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(a1＝3，,q＝－2.))故数列{an}的通项公式为an＝3×(－2)n－1.

(2)由(1)有Sn＝eq \f(3·[1－（－2）n],1－（－2）)＝1－(－2)n.

若存在n,使得Sn≥2 013,则1－(－2)n≥2 013,即(－2)n≤－2 012.

当n为偶数时,(－2)n>0,上式不成立；

当n为奇数时,(－2)n＝－2n≤－2 012,即2n≥2 012,则n≥11.

综上,存在符合条件的正整数n,且所有这样的n的集合为{n|n＝2k＋1,k∈N*,k≥5}．

题型五:新定义题型

【例5】【2016届北京市海淀区高三上学期期中考试】对于数列[image: image218.png]{a,), #vm., neN (m=n)



,都有[image: image219.png]a,—
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为常数）成立,则称数列[image: image220.png]


具有性质[image: image221.png]


．

（1）若数列[image: image222.png]


的通项公式为[image: image223.png]


,且具有性质[image: image224.png]


,则t的最大值为           ；

（2）若数列[image: image225.png]


的通项公式为[image: image226.png]


,且具有性质[image: image227.png]


,则实数a的取值范围是            ．

【答案】（1）
[image: image228.wmf]2

；（2）
[image: image229.wmf][36,)
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【解析】(1)
[image: image230.wmf]()
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所以数列
[image: image231.wmf]{}
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是递增数列

即
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因为
[image: image233.wmf]2
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,所以上式化简为
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故
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（2）由已知条件得
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所以数列
[image: image240.wmf]{10}

n
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是递增数列

即
[image: image241.wmf]1
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nn

anan

+

-+--³


因为
[image: image242.wmf]2

n
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,所以上式化简为
[image: image243.wmf](1)(29)
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,

令
[image: image244.wmf]()(1)(29)
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由三次函数的图像性质可知
[image: image245.wmf]min
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fn

为
[image: image246.wmf](1)

f

或
[image: image247.wmf](2)

f

或
[image: image248.wmf](3)
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或
[image: image249.wmf](4)
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[image: image250.wmf](1)14
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,
[image: image251.wmf](2)30
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,
[image: image252.wmf](3)36
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[image: image253.wmf](4)20
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所以
[image: image254.wmf]min
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fn
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所以
[image: image255.wmf]3636
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故
[image: image256.wmf]a

的取值范围为
[image: image257.wmf][36,)
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【点评】高考数学创新题型是通过给出一个新概念,或约定一种新运算,或给出几个新模型来创设全新的问题情景, 解答新颖性的数学题,一是通过转化,化“新”为“旧”；二是通过深入分析,多方联想,以“旧”攻“新”；三是创造性地运用数学思想方法,以“新”制“新”,应特别关注创新题型的切入点和生长点.[image: image258.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




 创新题型大致有结构形式新、问题情境新、表达方式新、设问角度新、思维方式新、知识交汇新等. 新颖的题目难度在“新”上,只要心态平和认真读题,按题目要求,运用所学知识分析问题、解决问题,应该能顺利完成.
【小试牛刀】若有穷数列
[image: image259.wmf]12
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（
[image: image260.wmf]n

是正整数）,满足
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,即
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（
[image: image263.wmf]i

是正整数,且
[image: image264.wmf]1
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）,就称该数列为“对称数列”.

（Ⅰ）已知数列
[image: image265.wmf]{
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b

是项数为7的对称数列,且
[image: image266.wmf]1234
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成等差数列,
[image: image267.wmf]14

2,11

bb

==

,试写出
[image: image268.wmf]{
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（Ⅱ）已知
[image: image269.wmf]{

}

n

c

是项数为
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的对称数列,且
[image: image271.wmf]121
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构成首项为50,公差为
[image: image272.wmf]4

-

的等差数列,数列
[image: image273.wmf]{
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（Ⅲ）对于给定的正整数
[image: image278.wmf]1
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【解析】（1）设
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当
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取得最大值．
[image: image296.wmf]1

2

-

k

S

的最大值为626．     

 （Ⅲ）所有可能的“对称数列”是：
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对于①,当
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对于②,当
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．
【迁移运用】

1.【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】已知点
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线
[image: image325.wmf]2
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上,且
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【答案】A
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2．【2017届广西陆川县中学高三上学期二模】设等差数列[image: image330.wmf]{
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【答案】A
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3. 已知
[image: image340.wmf]{}
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是等差数列,公差
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【答案】B

【解析】因为
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4.设数列
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A. 充分不必要条件                           B. 必要不充分条件

C.充要条件                                  D. 既不充分也不必要条件

【答案】C

【解析】设数列
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的公比为
[image: image362.wmf])
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[image: image365.wmf]1
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[image: image366.wmf]0
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所以数列
[image: image367.wmf]}
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是递增数列；反之,若数列
[image: image368.wmf]}
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是递增数列,则公比
[image: image369.wmf]1

>

q

且
[image: image370.wmf]0
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”是 是数列
[image: image374.wmf]}

{

n

a
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5．设各项均为正数的数列
[image: image375.wmf]{
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【答案】A
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6．【2016届辽宁省葫芦岛市一中高三上学期期中】已知函数
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【答案】D

【解析】令
[image: image397.wmf]1,0

xy

=-=

可得：
[image: image398.wmf](1)(0)(1)

fff

-×=-

,因为当
[image: image399.wmf]0

<

x

时,
[image: image400.wmf]1

)

(

>

x

f

,所以
[image: image401.wmf](1)1

f

->

,所以
[image: image402.wmf](0)1

f

=

,所以
[image: image403.wmf]1

(0)1

af

==

．当
[image: image404.wmf]0

x

>

时,
[image: image405.wmf]0

x

-<

,
[image: image406.wmf](0)()()1

ffxfx

=-×=

,所以
[image: image407.wmf]0()1

fx

<<

．

设
[image: image408.wmf]12

,

xxR

Î

,且
[image: image409.wmf]12

xx

<

,则
[image: image410.wmf]21

0

xx

->

,所以
[image: image411.wmf]21

1()0

fxx

>->

,所以


[image: image412.wmf]211211121

()()(())()()[()1]0

fxfxfxxxfxfxfxx

-=+--=--<

,即
[image: image413.wmf]21

()()

fxfx

<

,所以
[image: image414.wmf]()

fx

是
[image: image415.wmf]R

上单调递减函数．因为
[image: image416.wmf])

1

1

(

1

)

(

1

n

n

a

f

a

f

+

=

+

,所以
[image: image417.wmf]1

1

()()1(0)

1

n

n

faff

a

+

==

+

,所以
[image: image418.wmf]1

n

a

+

+
[image: image419.wmf]1

0

1

n

a

=

+

,即
[image: image420.wmf]1

1

1

n

n

a

a

+

=-

+

,而
[image: image421.wmf]2

1

1

1

0

11

nn

nnn

nn

aa

aaa

aa

+

++

-=--=-<

++

,即
[image: image422.wmf]1

nn

aa

+

<

,这表明出数列
[image: image423.wmf]{

}

n

a

为单调递减,所以
[image: image424.wmf]20132016

aa

>

,
[image: image425.wmf]20142015

aa

>

,
[image: image426.wmf]20162015

aa

<

,
[image: image427.wmf]2014

a



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image428.wmf]2016
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7．【2016届宁夏银川一中高三上学期第三次月考】已知数列
[image: image436.wmf]{
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a

的通项公式为
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【答案】B[来源:Zxxk.Com]
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8．【2017届云南曲靖一中高三上学期月考】已知数列
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[image: image461.wmf][
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9．【2017届山西晋中榆社中学高三11月月考】已知数列
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【答案】
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10．【2017届湖南师大附中高三上学期月[image: image471.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




考】对于数列
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[image: image475.wmf]{
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【答案】
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【解析】由数列
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11.【2015届江苏省泰兴市高三上学期期中考试】已知[image: image495.wmf]*
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【答案】8

【解析】因为 
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12．【2017河南西平县高级中学12月考】已知等差数列
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13．【2017湖南衡阳县四中12月联赛】各项均为正数的等比数列
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（1）求数列
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【答案】（1）
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【解析】（1）设等比数列
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 [image: image548.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




          
（2）由（1）得
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   [image: image550.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)
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14.已知首项为eq \f(3,2)的等比数列{an}的前n项和为Sn(n∈N*),且－2S2,S3,4S4成等差数列．

(1)求数列{an}的通项公式；

(2)证明Sn＋eq \f(1,Sn)≤eq \f(13,6)(n∈N*)．

【解析】(1)设等比数列{an}的公比为q,

∵－2S2,S3,4S4成等差数列,

∴[image: image554.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




S3＋2S2＝4S4－S3,

即S4－S3＝S2－S4,

可得2a4＝－a3,∴q＝eq \f(a4,a3)＝－eq \f(1,2).

又a1＝eq \f(3,2),

∴等比数列{an}的通项公式为

an＝eq \f(3,2)×eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))

eq \s\up12(n－1)＝(－1)n－1·eq \f(3,2n).

(2)证明：由(1)知,Sn＝1－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))

eq \s\up12(n),

Sn＋eq \f(1,Sn)＝1－eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))

eq \s\up12(n)＋eq \f(1,1－\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(－\f(1,2)))\s\up12(n))
＝eq \b\lc\{(\a\vs4\al\co1(2＋\f(1,2n（2n＋1）)，n为奇数，,2＋\f(1,2n（2n－1）)，n为偶数.))
当n为奇数时,Sn＋eq \f(1,Sn)随n的增大而减小,

∴Sn＋eq \f(1,Sn)≤S1＋eq \f(1,S1)＝eq \f(13,6).

当n为偶数时,Sn＋eq \f(1,Sn)随n的增大而减小．

∴Sn＋eq \f(1,Sn)≤S2＋eq \f(1,S2)＝eq \f(25,12).

故对于n∈N*,有Sn＋eq \f(1,Sn)≤eq \f(13,6).

15.已知函数f(x)＝xcos x－sin x＋1(x>0)．

(1)求f(x)的单调区间；

(2)记xi为f(x)的从小到大的第i(i∈N*)个零点,证明：对一切n∈N*,有2,1)eq \f(1,x)
＋2,2)eq \f(1,x)
＋…＋2,n)eq \f(1,x)
<eq \f(2,3).

【解析】　([image: image555.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




1)f′(x)＝cos x－xsin x－cos x＝－xsin x.

令f′(x)＝0,得x＝kπ(k∈N*)．

当x∈(2kπ,(2k＋1)π)(k∈N)时,sin x>0,

此时f′(x)<0；当x∈((2k＋1)π,(2k＋2)π)(k∈N)时,

sin x<0,此时f′(x)>0,故f(x)的单调递减区间为(2kπ,(2k＋1)π)(k∈N),单调递增区间为((2k＋1)π,(2k＋2)π)(k∈N)．

(2)证明：由(1)知,f(x)在区间(0,π)上单调递减,又feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(π,2)))＝0,故x1＝eq \f(π,2),当n∈N*时,因为f(nπ)f((n＋1)π)＝[(－1)nnπ＋1]·[(－1)n＋1(n＋1)π＋1]<0,

且函数f(x)的图象是连续不断的,所以f(x)在区间[image: image556.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




(nπ,(n＋1)π)内至少存在一个零点．又f(x)在区间(nπ,(n＋1)π)上是单调的,故nπ<xn＋1<(n＋1)π.

因此当n＝1时,2,1)eq \f(1,x)
＝eq \f(4,π2)<eq \f(2,3)；

当n＝2时,2,1)eq \f(1,x)
＋2,2)eq \f(1,x)
<eq \f(1,π2)(4＋1)<eq \f(2,3)；

当n≥3时,2,1)eq \f(1,x)
＋2,2)eq \f(1,x)
＋…＋2,n)eq \f(1,x)
<eq \f(1,π2)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(4＋1＋\f(1,22)＋…＋\f(1,（n－1）2)))
<eq \f(1,π2)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(5＋\f(1,1×2)＋…＋\f(1,（n－2）（n－1）)))
＝eq \f(1,π2)

eq \b\lc\[\rc\](\a\vs4\al\co1(5＋\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(1,2)))\b\lc\ (\a\vs4\al\co1(＋\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2)－\f(1,3)))))＋…＋\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,n－2)－\f(1,n－1)))))
＝eq \f(1,π2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(6－\f(1,n－1)))<eq \f(6,π2)<eq \f(2,3).

综上所述,对一切n∈N*,2,1)eq \f(1,x)
＋2,2)eq \f(1,x)
＋…＋2,n)eq \f(1,x)
<eq \f(2,3).

16.设
[image: image557.wmf]A

（
[image: image558.wmf]1

x

,
[image: image559.wmf](

)

1

x

f

）,
[image: image560.wmf]B

（
[image: image561.wmf]2

x

,
[image: image562.wmf](

)

2

x

f

）是函数
[image: image563.wmf](

)

÷

ø

ö

ç

è

æ

-

+

=

x

x

x

f

1

log

2

1

2

的图象上的任意两点．

（1）当
[image: image564.wmf]1

2

1

=

+

x

x

时,求
[image: image565.wmf](

)

1

x

f

+
[image: image566.wmf](

)

2

x

f

的值；

（2）设
[image: image567.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

=

1

1

1

1

3

1

2

1

1

n

n

f

n

n

f

n

f

n

f

n

f

S

n

L

L

,其中
[image: image568.wmf]*

N

n

Î

,求
[image: image569.wmf]n

S


（3）对应（2）中
[image: image570.wmf]n

S

,已知
[image: image571.wmf]2

1

1

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

=

n

n

S

a

,其中
[image: image572.wmf]*

N

n

Î

,设
[image: image573.wmf]n

T

为数列
[image: image574.wmf]{

}

n

a

的前
[image: image575.wmf]n

项和,求证
[image: image576.wmf]3

5

9

4

<

£

n

T

.

【解析】（1)
[image: image577] 
[image: image578]且
[image: image579.wmf]1

2

1

=

+

x

x

,

[image: image580]

 SHAPE \* MERGEFORMAT 
[image: image581],

[image: image582],

[image: image583],

[image: image584]
[image: image585],
 
[image: image586]

[image: image587.wmf]\



 SHAPE \* MERGEFORMAT 
[image: image588]

[image: image589],解得
[image: image590.wmf]2

1

=

n

S

,

[image: image591],

[image: image592],

[image: image593]  ,
[image: image594]是单调递减数列,

[image: image595],
又
[image: image596]
     
[image: image597][来源:Z#xx#k.Com]
    
[image: image598]
    
[image: image599]
    
[image: image600],


[image: image601]综上所述：
[image: image602.wmf]3

5

9

4

<

£

n

T

．

17.【2016届辽宁省大连市八中高三12月月考】已知数列
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