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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题四：如何顺畅求解复杂数列的求和问题

    数列求和是历年高考命题的热点，数列求和的方法取决于其通项公式的形式，基本思路是将其转化为等成数列、等比数列的求和问题或通过裂项求和进行求解.

一、公式法
公式法是数列求和的最基本的方法．也是数列求和的基础．其他一些数列的求和可以转化为等差或等比数列的求和.利用等比数列求和公式,当公比是用字母表示时，应对其是否为1进行讨论．
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【分析】利用等差数列的求和找
[image: image9.wmf]1

a

、
[image: image10.wmf]d

的等式，解出
[image: image11.wmf]1

a

、
[image: image12.wmf]d

，判断数列
[image: image13.wmf]}

{

n

S

n

的类型，在用公式求解.[来源:Z+xx+k.Com]
[image: image14.png]R BB (0, T 0. A% o, WS, =nay+ S n(n-Dd

[1a+21d=17 a,+3d=1
“l15a +105d=75" T | +7d=5"

s, 1 n_s
#iBa=-2, d=1, . 2=2+—(r-D=2-2.

S a n 30D 3
S n+1

n+17 n (777> <572

<91 2y pm), wEn-2, aen 3,

1,9
L T,=-2 + Doz =ni-2n. $H
7+ n(n— )2 4n & FHm




【点评】(1)直接应用公式求和时，要注意公式的应用范围，如当等比数列公比为参数(字母)时，应对其公比是否为1进行讨论．

(2)几类可以使用公式求和的数列

①等差数列、等比数列以及由等差数列、等比数列通过加、减构成的数列，它们可以使用等差数列、等比数列的求和公式求解．

②奇数项和偶数项分别构成等差数列或者等比数列的，可以分项数为奇数和偶数时，分别使用等差数列或等比数列的求和公式．

③等差数列各项加上绝对值，等差数列乘以(－1)n.

【小试牛刀】【2017届重庆巴蜀中学高三文12月月考】已知数列
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【答案】C

【解析】设由题设可知数列是公比为
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二、分组法
将数列的每一项拆成多项，然后重新分组，将一般的数列求和问题转化成特殊数列求和问题.运用这种方法的关键是将通项变形.“合项”法是利用加法的交换律[image: image27.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




和结合律将“不规则和”转化为“规则和”，化繁为简.

【例2】 【 2016届河北省衡水中学高三二调】已知数列
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【分析】分偶数项与奇数项分别求和

【解析】由题易知数列
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【点评】某些数列的求和是将数列分解转化为若干个可求和的新数列的和或差，从而求得原数列的和，这就要通过对数列通项结构特点进行分析研究，将数列的通项合理分解转化．特别注意在含有字母的数列中对字母的讨论．
【小试牛刀】【2017届江西吉安市一中高三理上段考】已知数列
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【答案】B

【解析】
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三、裂项相消法
此类变形的特点是将原数列每一项拆为两项之后，其中中间的大部分项都互相抵消了．只剩下有限的几项．注意： eq \o\ac(○,1)余下的项前后的位置前后是对称的． eq \o\ac(○,2)余下的项前后的正负性是相反的．常用的裂项方法：

【 例3】【2017届辽宁葫芦岛普通高中高三理上学期考试】在等差数列
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【分析】⑴由
[image: image59.wmf]2510

      

aaa

，

，

成等比数列
[image: image60.wmf]Þ


[image: image61.wmf](

)

7

d

+



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image62.wmf](

)

(

)

2

7974

dd

+=+


[image: image63.wmf]Þ


[image: image64.wmf]2

d

=


[image: image65.wmf]Þ


[image: image66.wmf]25

n

an

=+



[image: image67.wmf]Þ


[image: image68.wmf](

)

2

725

6

2

n

nn

Snn

++

==+

；⑵由⑴可得
[image: image69.wmf](

)

(

)

5511

252722527

n

b

nnnn

æö

==-

ç÷

+×+++

èø



[image: image70.wmf]Þ


[image: image71.wmf]51111115

27991125271449

n

n

T

nnn

æö

=-+-+-=

ç÷

+++

èø

…

+

.

【解析】⑴∵
[image: image72.wmf]2510

      

aaa

，

，

成等比数列，∴
[image: image73.wmf](

)

(

)

(

)

2

77974

ddd

++=+

，又∵
[image: image74.wmf]0

d

¹

，∴
[image: image75.wmf]2

d

=

.

∴
[image: image76.wmf]25

n

an

=+

，
[image: image77.wmf](

)

2

725

6

2

n

nn

Snn

++

==+

. 

⑵由⑴可得
[image: image78.wmf](

)

(

)

5511

252722527

n

b

nnnn

æö

==-

ç÷

+×+++

èø

，

∴
[image: image79.wmf]51111115

27991125271449

n

n

T

nnn

æö

=-+-+-=

ç÷

+++

èø

…

+

. 

【点评】(1)裂项相消法求和的原理及注意问题

①原理：把数列的通项拆成两项之差，在求和时中间的一些项可以相互抵消，从而求得其和．

②注意：在相加抵消过程中，有的是依次抵消，有的是间隔抵消，特别是间隔抵消时要注意规律性．

③一般地，若{an}为等差数列，则求数列eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(\f(1,anan＋1)))的前n项和可尝试此方法，事实上，eq \f(1,anan＋1)＝eq \f(d,danan＋1)＝eq \f(an＋1－an,danan＋1)＝eq \f(1,d)·eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,an)－\f(1,an＋1))).

(2)用裂项法求和的裂项原则及规律

(1)裂项原则：一般是前边裂几项，后边就裂几项直到发现被消去项的规律为止．

(2)消项规律：消项后前边剩几项，后边就剩几项，前边剩第几项，后边就剩倒数第几项．
常见式的裂项

	数列(n为正整数)
	裂项方法

	eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(\f(1,n（n＋k）))) (k为非零常数)
	eq \f(1,n（n＋k）)＝eq \f(1,k)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,n)－\f(1,n＋k)))

	eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(\f(1,4n2－1)))
	eq \f(1,4n2－1)＝eq \f(1,2)

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,2n－1)－\f(1,2n＋1)))

	eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(\f(1,\r(n)＋\r(n＋1))))
	eq \f(1,\r(n)＋\r(n＋1))＝eq \r(n＋1)－eq \r(n)

	eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(loga\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,n))))) (a>0，a≠1)
	logaeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,n)))＝loga(n＋1) －logan


【小试牛刀】【2016届湖南省长沙明德中学高三上第三次月考】数列1，
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【答案】B
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四、错位相减法
若数列
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 【例4】【2017届江西鹰潭一中高三理上学期月考】设数列
[image: image99.wmf]{

}

n

a

的前
[image: image100.wmf]n

项和为
[image: image101.wmf]n

S

，已知
[image: image102.wmf]1

1

a

=

，
[image: image103.wmf]1

2

nn

n

aS

n

+

+

=

（
[image: image104.wmf]*

nN

Î

）．

（1）证明：数列
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（2）求数列
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【分析】（1）利用
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相减法能求出数列
[image: image115.wmf]{

}

n

S

的前
[image: image116.wmf]n

项和
[image: image117.wmf]n

T

．
[image: image118.png]R (D Ba, =225, Ra,u=5,0-S,, BS.um

8, BnS,,=2(nt1)s,, o 2o g S
n+l n 1
i {&}%mﬁgxﬁ, 2HARAERS] (2) B (D), B2 =27, -5, =m2™ (neN)
n ,.
ST, =1x20+2x 2 43x27 44 me2™, @
2T, =1x2'+2x2 o+ (=127 + 02", @

12 = (nei 1
-2 o

HO -0, BT, =—(1+2+2 +--+2"")+n2"




【点评】错位相减法求和的适用条件及关注点

(1)适用条件：如果一个数列的各项由一个等差数列的各项和一个等比数列对应项乘积组成，那么这个数列的前n项和可用此法来求．即求数列{an·bn}的前n项和，其中{an}，{bn}分别是等差数列和等比数列．

(2)关注点：①要善于识别题目类型，特别是等比数列公比为负数的情形；②在写出“Sn”与“qSn”的表达式时应特别注意将两式“错项对齐”，以便于下一步准确地写出“Sn－qSn”的表达式．

【小试牛刀】【2016届重庆市巴蜀中学高三上学期一诊模拟】已知数列
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（1）求数列
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【解析】（1）整理得
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（2）由（1）知，
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解得：
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五. 数列{|an|}的前n项和问题

【例5】在公差为d的等差数列{an}中，已知a1＝10，且a1,2a2＋2,5a3成等比数列．

 (Ⅰ)求d，an；

（Ⅱ）若d<0，求|a1|＋|a2|＋…＋|an|.

【解析】 (Ⅰ)由题意得5a3·a1＝(2a2＋2)2，

即d2－3d－4＝0.故d＝－1或4.

所以an＝－n＋11，n∈N*或an＝4n＋6，n∈N* ，

（Ⅱ）设数列{an}的前n项和为Sn.

因为d<0，由(1)得d＝－1，an＝－n＋11.

∴Sn＝－eq \f(1,2)n2＋eq \f(21,2)n，

当n≤11时，|a1|＋|a2|＋|a3|＋…＋|an|＝Sn＝－eq \f(1,2)n2＋eq \f(21,2)n.

当n≥12时，[image: image137.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




|a1|＋|a2|＋|a3|＋…＋|an|＝－Sn＋2S11＝eq \f(1,2)n2－eq \f(21,2)n＋110.

综上所述，|a1|＋|a2|＋|a3|＋…＋|an|＝
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【点评】 (Ⅰ)本题求解用了分类讨论思想，求数列{|an|}的和时，因为an有正有负，所以应分两类分别求和．

（Ⅱ）常出现的错误：①当n≤11时，求{|an|}的和，有的学生认为就是S11＝110；②当n≥12时，求{|an|}的和，有的学生不能转化为2(a1＋a2＋…＋a11)－(a1＋a2＋…＋an)，导致出错．

求数列{|an|}的前n项和一般步骤如下：

第一步：求数列{an}的前n项和；

第二步：令an≤0(或an≥0)确定分类标准；

第三步：分两类分别求前n项和；

第四步：用分段函数形式下结论；

第五步：反思回顾：查看{|an|}的前n项和与{an}的前n项和的关系，以防求错结果．[来源:学。科。网]
【牛刀小试】【2016届浙江宁波效实中学高三上期中考试】数列
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答案】
[image: image146.wmf]3
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【解析】当
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【迁移运用】

1．【2017届云南曲靖一中高三理上学期月考】已知等差数列
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【答案】B

【解析】
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2．【2017届河北武邑中学高三周考】设曲线
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【答案】A

【解析】由题意可得
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应选A.

3. 已知函数f(n)＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(n2当n为奇数时，,－n2当n为偶数时，))且an＝f(n)＋f(n＋1)，则a1＋a2＋a3＋…＋a100等于（    ）
    A．0  

    B．100  
       
C．－100  

    D．10 200

【答案】B
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4.【2016届学年江西省新余一中等校高三联考模拟】已知数列
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的前n项和为
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【答案】D

【解析】根据题意有
[image: image188.wmf]22

n

an

=-

，所以有
[image: image189.wmf](22)cos

2

n

n

bn

p

=-

，所以
[image: image190.wmf]2015

020608010040260

T

=-+++-++++-+

L



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image191.wmf]201240262014
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，故选D．

5.【2016届学年江西省新余一中等校高三联考模拟】数列
[image: image192.wmf]{
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[image: image193.wmf](
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【答案】D

【解析】根据题意有
[image: image196.wmf]100
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6. 设f(x)＝eq \f(4x,4x＋2)，若S＝f(eq \f(1,2 015))＋f(eq \f(2,2 015))＋…＋f(eq \f(2 014,2 015))，则S＝________.

【答案】1 007

【解析】∵f(x)＝eq \f(4x,4x＋2)，∴f(1－x)＝eq \f(41－x,41－x＋2)＝eq \f(2,2＋4x)，

∴f(x)＋f(1－x)＝eq \f(4x,4x＋2)＋eq \f(2,2＋4x)＝1.

S＝f(eq \f(1,2 015))＋f(eq \f(2,2 015))＋…＋f(eq \f(2 014,2 015))，










①

S＝f(eq \f(2 014,2 015))＋f(eq \f(2 013,2 015))＋…＋f(eq \f(1,2 015))，










②

①＋②得，2S＝[f(eq \f(1,2 015))＋f(eq \f(2 014,2 015))]＋[f(eq \f(2,2 015))＋f(eq \f(2 013,2 015))]＋…＋[f(eq \f(2 014,2 015))＋f(eq \f(1,2 015))]＝2 014，

∴S＝eq \f(2 014,2)＝1 007.

7．【 2017届安徽百校论坛高三上学期联考】已知函数
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8．【2017届湖[image: image203.png]22 B (ZXXK.COMR LR B
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解析】因为
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9．【2017届安徽淮北一中高三上学期四模】已知数列
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10.【2016届甘肃省兰州一中高三12月月考】数列
[image: image233.wmf]{
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【答案】200

【解析】由已知可得
[image: image238.wmf]1

3sin12

2

a

p

=-+=-

；
[image: image239.wmf]2

5sin11

a

p

=+=

；
[image: image240.wmf]3

3

7sin18

2

a

p

=-+=

；


[image: image241.wmf]4

9sin211

a

p

=+=

；
[image: image242.wmf]5

5

11sin110

2

a

p

=-+=-

；
[image: image243.wmf]6

13sin311

a

p

=+=

；
[image: image244.wmf]7

7

15sin116

2

a

p

=-+=

；
[image: image245.wmf]L


分析可知偶数项均为1，所以前100项中偶数项的和为
[image: image246.wmf]15050
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分析可知相邻两项奇数项的和为[image: image247.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




6，所以前100项中奇数项的和为
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11.已知数列{an}满足a1＝1，an＋1·an＝2n(n∈N*)，则S2 012
[image: image250.wmf]=

          。
【答案】
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【解[image: image252.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




析】a1＝1，a2＝eq \f(2,a1)＝2，又eq \f(an＋2·an＋1,an＋1·an)＝eq \f(2n＋1,2n)＝2.

∴eq \f(an＋2,an)＝2.∴a1，a3，a5，…成等比数列；a2，[image: image253.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




a4，a6，…成等比数列，

∴S2 012＝a1＋a2＋a3＋a4＋a5＋a6＋…＋a2 011＋a2 012
＝(a1＋a3＋a5＋…＋a2 011)＋(a2＋a4＋a6＋…＋a2 012)

＝eq \f(1－21 006,1－2)＋eq \f(21－21 006,1－2)＝3·21 006－3.

12.【2016届云南省玉溪市一中高三上学期期中】数列[image: image254.wmf]{}
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的通项[image: image255.wmf]222
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【答案】470．

【解析】
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故答案应填：470．

13.数列{an}满足an＋1＋(－1)nan＝2n－1，则{an}的前60项和为________．

【答案】1830

【解析】利用数列的递推式的意义结合等差数列求和公式求解．

∵an＋1＋(－1)nan＝2n－1，

∴a2＝1＋a1，a3＝2－a1，a4＝7－a1，a5＝a1，a6＝9＋a1，a7＝2－a1，a8＝15－a1，a9＝a1，a10＝17＋a1，a11＝2－a1，a12＝23－a1，…，a57＝a1，a58＝113＋a1，a59＝2－a1，a60＝119－a1，

∴a1＋a2＋…＋a60＝(a1＋a2＋a3＋a4)＋(a5＋a6＋a7＋a8)＋…＋(a57＋a58＋a59＋a60)＝10＋26＋42＋…＋234＝eq \f(15×10＋234,2)＝1 830.

14．设Sn为数列{an}的前n项和，Sn[image: image266.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




＝(－1)nan－eq \f(1,2n)，n∈N＋，则：

(Ⅰ)a3＝________；（Ⅱ）S1＋S2＋…＋S100＝________.

【答案】(Ⅰ)－eq \f(1,16)　（Ⅱ）
[image: image267.wmf])
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【解析】∵an＝Sn－Sn－1＝(－1)nan－eq \f(1,2n)－(－1)n－1an－1＋eq \f(1,2n－1)，

∴an＝(－1)nan－(－1)n－1an－1＋eq \f(1,2n).[来源:学*科*网Z*X*X*K]
当n为偶数时，an－1＝－eq \f(1,2n)，

当n为奇数时，2an＋an－1＝eq \f(1,2n)，[来源:学#科#网Z#X#X#K]
∴当n＝4时，a3＝－eq \f(1,24)＝－eq \f(1,16).

根据以上{an}的关系式及递推式可求．

a1＝－eq \f(1,22)，a3＝－eq \f(1,24)，a5＝－eq \f(1,26)，a7＝－eq \f(1,28)，

a2＝eq \f(1,22)，a4＝eq \f(1,24)，a6＝eq \f(1,26)，a8＝eq \f(1,28).

∴a2－a1＝eq \f(1,2)，a4－a3＝eq \f(1,23)，a6－a5＝eq \f(1,25)，…，

∴S1＋S2＋…＋S100＝(a2－a1)＋(a4－a3)＋…＋(a100－a99)－
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15．【2017届安徽百校论坛高三上学期联考】已知等比数列
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（2）由（1）得
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16．【2017湖南衡阳县四中12月联赛】在数列
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17．【2017届广西陆川县中学高三上学期二模】已知公差不为零的等差数列[image: image301.wmf]{
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18．【2017届福建连城县二中高三上学期期中】设数列
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19．【2017届广东汕头市高三上学期期末】已知
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20．【2017届河北武邑中学高三上学期调研五】已知数列
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