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问题二：数列中的最值问题


    数列中的最值常见题型有：求数列的最大项或最小项、与有关的最值、求满足数列的特定条件的最值、求满足条件的参数的最值、实际问题中的最值及新定义题型中的最值问题等.
题型一：求数列的最大项或最小项
求数列中的最大项的基本方法是： (1)利用不等式组(n≥2)确定数列的最大项；(2)利用不等式组(n≥2)确定数列的最小项．(3)利用函数或数列单调性求最大项或最小项.




【例1】已知数列的通项公式为=,求的最大项．


【分析】思路1：利用基本不等式求解.思路2：求满足的的值.
【解法一】基本不等式法.











==,因为；当且仅当,即n=时,而, 且n∈,于是将n=12或13代人,得且最大．



【评注】解法一是是利用基本不等式求解,解法二是通过确定满足的的值,从而找到最大项
【小试牛刀】在数列{an}中,an＝(n＋1)(n∈N*).
(1)求证：数列{an}先递增,后递减；
(2)求数列{an}的最大项.
 
(2)解：由(1)知a9＝a10＝最大.
【点评】要证明数列{an}是单调的,可利用“{an}是递增数列⇔an＜an＋1,数列{an}是递减数列⇔an＞an＋1”来证明.注意数列的单调性是探索数列的最大、最小项及解决其他许多数列问题的重要途径,因此要熟练掌握上述求数列单调性的方法.
题型二：数列前n项和最值问题[来源:学§科§网Z§X§X§K]
公差不为0的等差数列的前n项和的最值问题在高考中常出现,题型有小题也有大题,难度不大,求等差[来源:Z,xx,k.Com]
数列前n项和最值的方法有：(1)利用{an}中项的单调性,求出其正负转折项．(2)利用二次函数的性质求最值．公差不为0的等差数列的前n项和Sn＝An2＋Bn(A,B为常数)．(3)利用求出Sn的最值.
【例2】在等差数列{an}中,a1＝7,公差为d,前n项和为Sn,当且仅当n＝8时Sn取最大值,则d的取值范围是________．
【分析】知a1和S8最大,可以求出Sn关于d的表达式是关于n的二次函数,再用二次函数的最值来解决；还可用S8最大推出项的正负和变化规律,并利用所有正数项和最大．
【解析】　 (2)方法一(通法)：由于Sn＝7n＋d＝n2＋n,
设f(x)＝x2＋x,则其图象的对称轴为直线x＝－.当且仅当n＝8时Sn取得最大值,故7.5<－<8.5,解得－1<d<－.
方法二(优法)：由题意,得a8>0,a9<0,所以7＋7d>0,且7＋8d<0,即－1<d<－.
【小试牛刀】【山西大学附属中学2017级上学期11月模块诊断】设等差数列的前项和为,且满足,,则,,…,中最大的项为（   ）
A．             B．            C．               D．
【答案】C


【解析】,



因此而,所以,选C.

题型三：求满足数列的特定条件的最值
【例3】【2016届云南师范大学附属中学高三月考四】数列是等差数列,若,且它的前n项和有最大值,那么当取得最小正值时,n等于（   ）
A．17           B．16            C．15          D．14

【分析】利用等差数列的性质求前项和的最值.
【解析】∵数列的前n项和有最大值,∴数列为递减数列,又, 且,又,故当时,取得最小正值,故选C．



【小试牛刀】【四川省2017年普通高考适应性测试】设数列各项为正数,且,.

（Ⅰ）证明：数列为等比数列；






（Ⅱ）令,数列的前项和为,求使成立时的最小值.
【答案】（Ⅰ）详见解析（Ⅱ）6


【解析】（Ⅰ）由已知,,则,


因为数列各项为正数,所以,

由已知,,

得.

又,

所以,数列是首项为1,公比为2的等比数列. 

题型四：求满足条件的参数的最值




【例4】【山东省枣庄市2017届高三上学期期末】已知为各项均为正数的数列的前项和,.

（1）求的通项公式；






（2）设,数列的前项和为,若对恒成立,求实数的最大值.








【分析】(1)首先求得的值,然后利用与的关系推出数列为等差数列,由此求得的通项公式；(2)首先结合（1）求得的表达式,然后用裂项法求得,再根据数列的单调性求得的最大值．




【解析】(1)当时,由,得,即.




又,解得.由,可知.  


两式相减,得,即.



由于,可得,即,

所以是首项为,公差为的等差数列,所以.



【点评】(1) 求解与参数有关的问题,一般是分离变量,再构造新函数求解.(2)使用裂项法,要注意正负项相消时,消去了哪些项,保留了哪些项．要注意由于数列中每一项均裂成一正一负两项,所以互为相反数的项合并为零后,所剩正数项与负数项的项数必是一样多的,切不可漏写未被消去的项,未被消去的项有前后对称的特点．







【小试牛刀】已知数列的通项公式为,前项和为,若对任意的正整数,不等式恒成立,则常数所能取得的最大整数为            .
【答案】5


【解析】要使恒成立,只需.


因

,

所以,


所以,所能取得的最大整数为5.
题型五：实际问题中的最值
【例5】为了保障幼儿园儿童的人身安全,国家计划在甲、乙两省试行政府规范购置校车方案,计划若干时间内（以月为单位）在两省共新购1000辆校车．其中甲省采取的新购方案是：本月新购校车10辆,以后每月的新购量比上一月增加50％；乙省采取的新购方案是：本月新购校车40辆,计划以后每月比上一月多新购m辆．
（Ⅰ）求经过n个月,两省新购校车的总数S(n)；
（Ⅱ）若两省计划在3个月内完成新购目标,求m的最小值．


【分析】本题主要考查实际问题、等差等比数列的前n项和公式、不等式的解法等数学知识,考查学生将实际问题转化为数学问题的能力,考查学生分析问题解决问题的能力和计算能力.第一问,通过对题意的分析可知甲方案能构成等比数列,而乙方案能构成等差数列,利用等差等比数列的前n项和公式分别求和,再相加即可；第二问,利用第一问的结论,得出且,直接解不等式即可得到m的取值范围,并写出最小值.

【解析】（Ⅰ）设an,bn分别为甲省,乙省在第n月新购校车的数量．依题意,{an}是首项为10,公比为1＋50%＝的等比数列；{bn}是首项为40,公差为m的等差数列．


{an}的前n项和,{bn}的前n项和.

所以经过n个月,两省新购校车的总数为S(n)＝



. 
（Ⅱ）若计划在3个月内完成新购目标,则S(3)≥1000,[来源:学|科|网Z|X|X|K]

所以,



解得≥277.5.又,所以的最小值为278.






【小试牛刀】某企业为节能减排,用万元购进一台新设备用于生产. 第一年需运营费用万元,从第二年起,每年运营费用均比上一年增加万元,该设备每年生产的收入均为万元. 设该设备使用了年后,年平均盈利额达到最大值（盈利额等于收入减去成本）,则等于（    ）




 A.                        B.                         C.                        D.
【答案】A  








【解析】设该设备第的营运费用为万元,则数列是以为首项,以为公差的等差数列,则,则该设备到第年的营运费用总和为




,设第的盈利总额为万元,则,





因此,该设备年平均盈利额为,当且仅当且当,即当时,该设备年平均盈利额达到最大值,此时,故选A.
【迁移运用】

1．【2016·辽宁大连统考】数列{an}中,如果存在ak,使得ak＞ak－1且ak＞ak＋1成立(其中k≥2,k∈N*),则称ak为数列{an}的峰值,若an＝－3n2＋15n－18,则{an}的峰值为(　　)
A．0  B．4  C.  D.
【答案】A
【解析】因为an＝－3＋,且n∈N*,所以当n＝2或n＝3时,an取最大值,最大值为a2＝a3＝0.







2.【中原名校豫南九校2017届第四次质量考评】已知等差数列的公差,是其前项和,若成等比数列,且,则的最小值是（    ）




A．         B．            C.         D．
【答案】A






3.【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛,】已知在正项等比数列中,存在两项满足,且,则的最小值是（   ）



A．         B．2       C.         D．
【答案】A















【解析】设数列的公比为,则由得,解之得或（舍去）,因为存在两项满足,所以,解之得,所以,当且仅当即时等号成立,所以的最小值是,故选A.









4.【天津六校2017届高三上学期期中联考】已知数列满足：,．若,,且数列是单调递增数列,则实数的取值范围是（    ）




 A．        B．          C．          D．
【答案】D

5.设an＝－3n2＋15n－18,则数列{an}中的最大项的值是(　　)．
A.                  B.                 C．4  	  D．0
【答案】D

【解析】∵an＝－3＋,由二次函数性质,得当n＝2或3时,an最大,最大为0.
6.等差数列{an}的前n项和为Sn,已知a1＝13,S3＝S11,当Sn最大时,n的值是(　　)
A．5                 B．6                 C．7                   D．8
【答案】 C　
【解析一】由S3＝S11,得a4＋a5＋…＋a11＝0,根据等差数列的性质,可得a7＋a8＝0,根据首项等于13可推知这个数列递减,从而得到a7＞0,a8＜0,故n＝7时,Sn最大．
【解析二】由S3＝S11,可得3a1＋3d＝11a1＋55d,把a1＝13代入,得d＝－2,
故Sn＝13n－n(n－1)＝－n2＋14n,根据二次函数的性质,知当n＝7时,Sn最大．
【解析三】根据a1＝13,S3＝S11,则这个数列的公差不等于零,且这个数列的和先是单调递增然后又单调递减,根据公差不为零的等差数列的前n项和是关于n的二次函数,以及二次函数图象的对称性,得只有当n＝＝7时,Sn取得最大值．
7.在数列{an}中,an＝,则该数列前100项中的最大项与最小项分别是 (　　)
A．a1,a50  		      B．a1,a44       	         C．a45,a44  		 D．a45,a50
【答案】C
【解析】an＝＝1＋,
∴当n∈[1,44]时,{an}单调递减,当n∈[45,100]时,{an}单调递减,
结合函数f(x)＝的图象可知,(an)max＝a45,(an)min＝a44,选C.








8.【2016届重庆市南开中学高三12月月考】已知函数,且,设等差数列的前项和为,若,则的最小值为（      ）




A．   B．   C．   D．
【答案】
【解析】由题意可得等差数列的通项公式和求和公式,代入由基本不等式可得．


由题意可得或
解得a=1或a=-4,

当a=-1时,,数列{an}不是等差数列；


当a=-4时,,,

,





当且仅当,即时取等号,

∵n为正数,故当n=3时原式取最小值,故选D．
9. 【2016届江苏省盐城市盐阜中学高三上12月月】等差数列{an}的前n项和为Sn,已知S10=0,S15=25,则nSn的最小值为     ．
【答案】﹣49
【解析】设等差数列{an}的首项为a1,公差为d,
∵S10=10a1+45d=0,S15=15a1+105d=25,
∴a1=﹣3,d=,
∴Sn=na1+d=n2﹣n,
∴nSn=n3﹣n2,令nSn=f（n）,
∴f′（n）=n2﹣n,
∴当n=时,f（n）取得极值,当n＜时,f（n）递减；当n＞时,f（n）递增；
因此只需比较f（6）和f（7）的大小即可．
f（6）=﹣48,f（7）=﹣49,
故nSn的最小值为﹣49．
故答案为：﹣49．


10.【2016届河北省正定中学高三上第五次月考】已知数列满足,,则的最小值为            ．

【答案】
[bookmark: OLE_LINK4]11.【2016·湖南衡阳五校联考】已知数列{an}满足a1＝1,an＋1＝1－,其中n∈N*.
(1)设bn＝,求证：数列{bn}是等差数列,并求出{an}的通项公式an.
(2)设cn＝,数列{cncn＋2}的前n项和为Tn,是否存在正整数m,使得Tn<对于n∈N*恒成立？若存在,求出m的最小值；若不存在,请说明理由．
【解析】(1)bn＋1－bn＝－＝－
＝－＝2.
所以数列{bn}是等差数列,a1＝1,b1＝2,因此bn＝2＋(n－1)×2＝2n,
由bn＝得an＝.
(2)cn＝,cncn＋2＝＝2,
所以Tn＝2<3,
依题意要使Tn<对于n∈N*恒成立,只需≥3,
解得m≥3或m≤－4(舍),
所以m的最小值为3.





12.【天津六校2017届高三上学期期中联考】已知各项都是正数的数列的前项和为,,

（1） 求数列的通项公式；







（2） 设数列满足：,,数列的前项和,求证：；



（3）  若对任意恒成立,求的取值范围.


【答案】（Ⅰ）（Ⅱ）详见解析（Ⅲ）
【解析】（1）时,


是以为首项,为公差的等差数列      
      
（2）


, ,即 
（3）由得, 当且仅当时,有最大值,     




13.【中原名校豫南九校2017届第四次质量考评】设等差数列的前项和为,且.

（1）求的通项公式；



（2）若不等式对所有的正整数都成立,求实数的取值范围.


【答案】（Ⅰ）（Ⅱ）




14.【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛】已知各项均不相等的等差数列的前五项和,且成等比数列.

（1）求数列的通项公式；






（2）若为数列的前项和,且存在,使得成立,求实数的取值范围.


【答案】（1）；（2）.


【解析】（1）设数列的公差为,则


即 


又因为,所以 

所以. 

（2）因为,

所以. 


因为存在,使得成立,


所以存在,使得成立, 


即存在,使成立. 



又,（当且仅当时取等号）,

所以.


即实数的取值范围是. 





15.已知等差数列满足：,且,,成等比数列. 

（Ⅰ）求数列的通项公式；






（Ⅱ）记为数列的前项和,是否存在正整数n,使得？若存在,求的最小值；
若不存在,说明理由. 






【解析】（Ⅰ）设数列的公差为,依题意,,,成等比数列,故有,  




化简得,解得或.          


当时,；



当时,,



从而得数列的通项公式为或.   

16.已知首项为的等比数列{an}不是递减数列,其前n项和为Sn(n∈N*),且S3＋a3,S5＋a5,S4＋a4成等差数列．
 (Ⅰ)求数列{an}的通项公式；
 (Ⅱ)设Tn＝Sn－(n∈N*),求数列{Tn}的最大项的值与最小项的值．[来源:Z*xx*k.Com]
【解析】(1)设等比数列{an}的公比为q,
因为S3＋a3,S5＋a5,S4＋a4成等差数列,
所以S5＋a5－S3－a3＝S4＋a4－S5－a5,
即4a5＝a3,于是q2＝＝.
又{an}不是递减数列且a1＝,所以q＝－.
故等比数列{an}的通项公式为

an＝×＝(－1)n－1·.

(Ⅱ)由(Ⅰ)得Sn＝1－＝
当n为奇数时,Sn随n的增大而减小,
所以1<Sn≤S1＝,
故0<Sn－≤S1－＝－＝.
当n为偶数时,Sn随n的增大而增大,
所以＝S2≤Sn<1,故0>Sn－≥S2－＝－＝－.
综上,对于n∈N*,总有－≤Sn－≤.
所以数列{Tn}最大项的值为,最小项的值为－.
17.【2016届上海市七校高三上12月联考】公差不为零的等差数列{an}中,a1、a2、a5成等比数列,且该数列的前10项和为100．
（1）求数列{an}的通项公式；
（2）若bn=an﹣10,求数列{bn}的前n项和Tn的最小值．
【答案】（1）an=2n﹣1；（2）﹣25．
【解析】（1）∵公差不为零的等差数列{an}中,a1、a2、a5成等比数列,
且该数列的前10项和为100,
∴,
∴解得a1=1,d=2,
∴an=1+（n﹣1）×2=2n﹣1．
（2）∵bn=an﹣10=2n﹣11,
∴=2﹣11=﹣9,bn﹣bn﹣1=（2n﹣11）﹣[2（n﹣1）﹣11]=2,
∴数列{bn}是首项为﹣9,公差为2的等差数列,
Tn==n2﹣10n=（n﹣5）2﹣25．[来源:学。科。网]
∴当n=5时,数列{bn}的前n项和Tn的最小值为﹣25．



18.已知数列满足：,,且


,记集合.


（1）若,写出集合的所有元素；


（2）若集合存在一个元素时3的倍数,证明：的所有元素都是3的倍数；

（3）求集合的元素个数的最大值.



解析：（1）,,.


（2）因为集合存在一个元素是3的倍数,所以不妨设是3的倍数.



由,可归纳证明对任意,是3的倍数.


如果,则的所有元素都是3的倍数；











如果,因为或,所以是3的倍数,或是3的倍数,于是是3的倍数.类似可得,,…,都是3的倍数.从而对任意,是3的倍数,因此的所有元素都是3的倍数.


综上,若集合存在一个元素是3的倍数,则的所有元素都是3的倍数.







（3）由,,,可归纳证明.因为是正整数,,所以是2的倍数.



从而当时,是的倍数.












如果是3的倍数,由（2）知对所有正整数,是3的倍数,因此当时,,这时,中的元素的个数不超过5.如果不是3的倍数,由（2）知,对所有的正整数,不是3的倍数,因此当时,,这时的元素的个数不超过8.


当时,有8个元素.

综上可知,集合的元素个数的最大值为8.








19.设数列（）的前项和满足,且,,成等差数列.

（1）求数列的通项公式；





（2）设数列的前项和为,求使得成立的的最小值. 



（2）由（1）可得,所以.



由,得,即.


因为,所以.



所以使成立的的最小值为.



 (
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