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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题一：等差数列、等比数列的证明问题

翻看近几年的高考题,有关证明、判断数列是等差（等比）数列的题型比比皆是.等差数列的判定与
证明方法主要有：(1)定义法：an－an－1(n≥2,n∈N*)为同一常数⇔{an}是等差数列；(2)等差中项法：2an＝an－1＋an＋1(n≥2,n∈N*)成立⇔{an}是[image: image1.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




等差数列；(3)通项公式法：an＝pn＋q(p,q为常数)对任意的正整数n都成立⇔{an}是等差数列；(4)前n项和公式法：验证数列{an}的前n项和Sn＝An2＋Bn(A,B为常数)对任意的正整数n都成立⇔{an}是等差数列；(5)若判断一个数列不是等差数列,只需找出三项an,an＋1,an＋2,使得这三项不满足2an＋1＝an＋an＋2即可．等差数列的判定与证明方法主要有：(1)定义法：将已知中提供的递推关系式,或者是an与Sn的关系式进行化简,转化为数列{an}中相邻两项之间的关系,在an≠0(n∈N*)的前提下,若eq \f(an＋1,an)＝[image: image2.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




q(q为非零常数)或eq \f(an,an－1)＝q(q为非零常数,n≥2且n∈N*),则{an}是等比数列．(2)等比中项法：数列{an}中,an≠0,如果根据已知条件能得到aeq \o\al(2,n＋1)＝an·an＋2(n∈N*),则数列{an}是等比数列．(3)通项公式法：观察已知信息,或者计算出数列的通项公式,若可以写成an＝c·qn－1(c,q均是不为0的常数,n∈N*),则{an}是等比数列．(4)前n项和公式法：若数列{an}的前n项和Sn＝k·qn－k(k为常数且k≠0,q≠0,1),则数列{an}是等比数列．(5)性质法：利用等比数列的性质进行判断或证明.(6)数学归纳法.
一、利用等差（等比）数列的定义
用定义法判断一个数列是等差数列,常[image: image3.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




采用的两个式子
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image16.wmf]0
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【例1】设数列{an}的前n项和为Sn,n∈N*.已知a1＝1,a2＝eq \f(3,2),a3＝eq \f(5,4),且当n≥2时,4Sn＋2＋5Sn＝8Sn＋1＋Sn－1.

(1)求a4的值；
(2)证明：eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(an＋1－\f(1,2)an))为等比数列；
(3)求数列{an}的通项公式．
【分析】在本题中条件“4Sn＋2＋5Sn＝8Sn＋1＋Sn－1”(n≥2)是关键．要充分利用an与Sn的关系来解题,配凑出an＋2,an＋1,an的关系式,从而利用定义来证明等比数列；第3问中要利用第2问的结论,求出eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(an＋1－\f(1,2)an))的通项,再用该递推关系求出an.
【解析】　(1)当n＝2时,4S4＋5S2＝8S3＋S1,即4(a1＋a2＋a3＋a4)＋5(a1＋a2)＝8(a1＋a2＋a3)＋a1,整理得a4＝eq \f(4a3－a2,4),
又a2＝eq \f(3,2),a3＝eq \f(5,4),所以a4＝eq \f(7,8).
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(3)由(2)知,an＋1－eq \f(1,2)an＝eq \f(1,2n－1)(n∈N*),等式两边同乘以2n,
得2nan＋1－2n－1an＝2(n∈N*)．又20a1＝1,
所以数列{2n－1an}是以1为首项,2为公差的等差数列,
所以2n－1an＝2n－1,即an＝eq \f(2n－1,2n－1)(n∈N*)．
则数列{an}的通项公式为an＝eq \f(2n－1,2n－1)(n∈N*)．
【点评】证明数列eq \b\lc\{\rc\}(\a\vs4\al\co1(an＋1－\f(1,2)an))成等比数列的关键是利用已知得出eq \f(an＋2－\f(1,2)an＋1,an＋1－\f(1,2)an)＝eq \f(1,2).
【小试牛刀】【2017江苏省苏州测试】[image: image18.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)
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（1）求证：数列
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【答案】（1）详见解析（2）
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（2）由（1）知道
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二、运用等差或等比中项性质
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 【例2】正数数列
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成等比数列．证明：数列
[image: image76.wmf]{}

n

b

为等差数列．
【证明】依题意,
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由此可得
[image: image81.wmf]11

2

nnn

bbb

-+

=+

．即
[image: image82.wmf]11

(2)

nnnn

bbbbn

--

-=-

≥

．

[image: image83.wmf]\

数列
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【点评】本题依据条件得到
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的递推关系,通过消元代换构造了关于
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的等差数列,使问题得以解决．通过挖掘
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的意义导出递推关系式,灵活巧妙地构造得到中项性质,这种处理大大简化了计算．
【小试牛刀】已知等比数列{an}的公比q＝－eq \f(1,2).

(1)若a3＝eq \f(1,4),求数列{an}的前n项和；
(2)证明：对任意k∈N*,ak,ak＋2,ak＋1成等差数列．
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三、反证法
解决数学问题的思维过程,一般总是从正面入手,即从已知条件出发,经过一系列的推理和运算,最后得到所要求的结论,但有时会遇到从正面不易入手的情况,这时可从反面去考虑．如：
【例3】设
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【证明】设
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【点评】本题主要考查等比数列的概念和基本性质、推理和运算能力,对逻辑思维能力有较高要求．要证
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如
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）就可否定．一般地讲,否定性的命题常用反证法证明,其思路充分说明特殊化的思想方法与正难则反的思维策略的重要性 ．  

【小试牛刀】 设{an}是公比为q的等比数列．
（Ⅰ）推导{an}的前n项和公式；
（Ⅱ）设q≠1,证明数列{an＋1}不是等比数列．
【解析】（Ⅰ）设{an}的前n项和为Sn,
当q＝1时,Sn＝a1＋a1＋…＋a1＝na1；
当q≠1时,Sn＝a1＋a1q＋a1q2＋…＋a1qn－1,①
qSn＝a1q＋a1q2＋…＋a1qn,②
①－②得,(1－q)Sn＝a1－a1qn,
∴Sn＝eq \f(a11－qn,1－q),∴Sn＝eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(na1，q＝1，,\f(a11－qn,1－q)，q≠1.))
（Ⅱ）假设{an＋1}是等比数列,则对任意的k∈N*,
(ak＋1＋1)2＝(ak＋1)(ak＋2＋1),
aeq \o\al(2,k＋1)＋2ak＋1＋1＝akak＋2＋ak＋ak＋2＋1,
aeq \o\al(2,1)q2k＋2a1qk＝a1qk－1·a1qk＋1＋a1qk－1＋a1qk＋1,
∵a1≠0,∴2qk＝qk－1＋qk＋1.

∵q≠0,∴q2－2q＋1＝0,∴q＝1,这与已知矛盾．
∴假设不成立,
∴{an＋1}不是等比数列．
【点评】证明一个数列不是等差数列或等比数列,有时也可假设前三项成等差数列或等比数列,推出矛盾,
四、利用通项公式与前
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【例4】若
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【分析】由
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的二次函数,并且缺少一次项和常数项,符合等差数列的求和公式的形式.

【答案】B

【解析】用到上述方法,一下子就知道答案为B,大大 节约了时间,同时大大提高了命中率．
【点评】若数列通项
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利用常规结论,证明或判断等差（等比）数列
 若数列
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（4）数列
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（4）当数列
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评析：此题若用其它方法,解决起来要花比较多的时间,对于选择题来说得不断尝试．记住上面这些结论,在做选择填空题时可大大[image: image176.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




节约时间,并且能提高命中率．
从上面可以看出：证明或判断等差（等比）数列的方法有许多种,作题时到底用何种方法,一般说来大题用前四种：定义法、运用等差或等比中项性质、运用数学归纳法、反证法,但用后面的方法可以容易检验出用前面的方法得出的结果是否正确,作小题应该用后面的方法．
【小试牛刀】已知等比数列{an}的公比为q,记bn＝am(n－1)＋1＋am(n－1)＋2＋…＋am(n－1)＋m,cn＝am(n－1)＋1·am(n－1)＋2·…·am(n－1)＋m(m,n∈N*),则以下结论一定正确的是(　　)

A．数列{bn}为等差数列,公差为qm
B．数列{bn}为等比数列,公比为q2m[来源:学。科。网Z。X。X。K]
C．数列{cn}为等比数列,公比为qm2
D．数列{cn}为等比数列,公比为qmm
【答案】C
【解析】　bn＝am(n－1)＋1·(1＋q＋q2＋…＋qm－1),eq \f(bn＋1,bn)＝eq \f(amn＋1,amn＋1－m)＝qm,故数列{bn}为等比数列,公比为qm,选项A,B均错误；cn＝aeq \o\al(m,m（n－1）＋1)·q1＋2＋…＋(m－1),eq \f(cn＋1,cn)＝m,mn＋1)eq \f(a,aeq \o\al(m,mn＋1－m))
＝eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(amn＋1,amn＋1－m)))

eq \s\up12(m)＝(qm)m＝qm2,故数列{cn}为等比数列,公比为qm2,D错误,故选C.

五、运用数学归纳法
【例5】数列
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证明：数列
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是首项为1,公比为2的等比数列．
下面用数学归纳法证明：令
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假设
[image: image195.wmf]nk

=

时命题成立,即
[image: image196.wmf]1

2

kk

bb

-

=

．
[image: image197.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




那么当
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综上知
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是首项为1,公比为2的等比数列．
【点评】用数学归纳法证明的步骤：(1)证明当
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(2)假设当
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,(2)可知,命题对一切正整数
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【小试牛刀】已知数列
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（Ⅱ）用数学归纳法证明推测的结论.
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（Ⅱ）证明：①当
[image: image216.wmf]1

n

=

时,
[image: image217.wmf]1

3

2

a

=

结论成立；
②假设当
[image: image218.wmf]nk

=


[image: image219.wmf]()

kN

*

Î

时结论成立,即
[image: image220.wmf]1

2()

2

k

k

ak

*

=-Î

N

.

当
[image: image221.wmf]1

nk

=+

时, 因为
[image: image222.wmf]21

nn

San

+=+

,所以
[image: image223.wmf]1211

2(1)1

kkk

aaaaak

++

++×××+++=++

,
又
[image: image224.wmf]12

21

kk

aaaak

++×××++=+

,所以
[image: image225.wmf]12

21

kk

aaaka

++×××+=+-

,
所以
[image: image226.wmf]1

1

224

2

kk

k

aa

+

=+=-

,即
[image: image227.wmf]1

1

1

2()

2

k

k

ak

*

+

+

=-Î

N

,当
[image: image228.wmf]1

nk

=+

时结论成立.

综合①

 = 2 \* GB3 ②知对任意的正整数
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【迁移运用】

1.【河北唐山市2017届高三年级期末】已知数列 
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A．充分不必要条件                    B．必要不充分条件
C．充分必要条件                       D．即不充分也不必要条件
【答案】A
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2.【湖南省五市十校教研教改共同体2017届高三12月联考】已知数列
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C．充要条件               D． 既不充分也不必要条件
【答案】B

【解析】当
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3.【广东省惠州市2017届高三第一次调研考试】已知数列
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4.【广东郴州市2017届高三第二次教学质量监测试卷】在
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【解析】由
[image: image284.wmf]111

(1)(1)(),

222

nn

nnn

BABACACBBBCB

=-=--=

uuuuruuuruuuruuuruuuuruuur

,
[image: image285.wmf]1

11

(1)(1)

22

nnnn

nn

BABBBACACB

-

=+=-+-

uuuuuruuuuruuuuruuuruuur

,所以
[image: image286.wmf]1

11

1,1

22

nn

nn

ab

-

=-=-

,
所以C为假命题,故选C.

5. 等差数列
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正确的是 （   ）
A.（1）（3）      B.（1）（4）     C.（2）（3）      D.（2）（4）
【答案】D

【解析】根据等差数列的性质,
[image: image297.wmf]2

2

mmm

SSSmd

-=+

,
[image: image298.wmf]2

32

2

mmm

SSSmd

-=+

,
[image: image299.wmf]2222242242

232

()()2(2)()

mmmmmmmmmm

SSSmdSmdSmdSSmdmdSSS

-=+=++=++¹-

,因此(1)错误,(2)正确,由上显然有
[image: image300.wmf]232

mmmm

SSSS

-¹-

,
[image: image301.wmf]2

2

2

mm

SSmd

=+

,
[image: image302.wmf]2

3

33

mm

SSmd

=+

,
[image: image303.wmf]2

23

mmm

SSS

-=



[image: image304.wmf]22422242

13

()0

24

mmm

SmdSmdSmdmd

++=++¹

,故(3)错误,(4)正确．即填 (2)(4)．
6.【江西省新余市第一中学2017届高三上学期调研考试】 数列
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7. 【2016·湖南衡阳五校联考】已知数列{an}满足a1＝1,an＋1＝1－eq \f(1,4an),其中n∈N*.

(1)设bn＝eq \f(2,2an－1),求证：数列{bn}是等差数列,并求出{an}的通项公式an.

(2)设cn＝eq \f(4an,n＋1),数列{cncn＋2}的前n项和为Tn,是否存在正整数m,使得Tn<eq \f(1,cmcm＋1)对于n∈N*恒成立？若存在,求出m的最小值；若不存在,请说明理由．
【解析】(1)bn＋1－bn＝eq \f(2,2an＋1－1)－eq \f(2,2an－1)＝eq \f(2,2\b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1－\f(1,4an)))－1)－eq \f(2,2an－1)
＝eq \f(4an,2an－1)－eq \f(2,2an－1)＝2.

所以数列{bn}是等差数列,a1＝1,b1＝2,因此bn＝2＋(n－1)×2＝2n,
由bn＝eq \f(2,2an－1)得an＝eq \f(n＋1,2n).

(2)cn＝eq \f(2,n),cncn＋2＝eq \f(4,n（n＋2）)＝2eq \b\lc\((\a\vs4\al\co1(\f(1,n)－))

eq \b\lc\ \rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(1,n＋2))),
所以Tn＝2eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(1＋\f(1,2)－\f(1,n＋1)－\f(1,n＋2)))<3,
依题意要使Tn<eq \f(1,cmcm＋1)对于n∈N*恒成立,只需eq \f(m（m＋1）,4)≥3,
解得m≥3或m≤－4(舍),
所以m的最小值为3.

8.【2016·河北唐山模拟】设数列{an}的前n项和为Sn,已知a1＋2a2＋3a3＋…＋nan＝(n－1)Sn＋2n(n∈N*)．
(1)求a2,a3的值；
(2)求证：数列{Sn＋2}是等比数列．
【解析】(1)∵a1＋2a2＋3a3＋…＋nan＝(n－1)·Sn＋2n(n∈N*),
∴当n＝1时,a1＝2×1＝2；
[image: image313.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




当n＝2时,a1＋2a2＝(a1＋a2)＋4,
∴a2＝4；
当n＝3时,a1＋2a2＋3a3＝2(a1＋a2＋a3)＋6,
∴a3＝8.

(2)证明：∵a1＋2a2＋3a3＋…＋nan＝(n－1)Sn＋2n(n∈N*),①
∴当n≥2时,a1＋2a2＋3a3＋…＋(n[image: image314.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




－1)an－1＝(n－2)Sn－1＋2(n－1)．②
①－②得nan＝(n－1)Sn－(n－2)Sn－1＋2＝n(Sn－Sn－1)－Sn＋2Sn－1＋2＝nan－Sn＋2Sn－1＋2.

∴－Sn＋2Sn－1＋2＝0,即Sn＝2Sn－1＋2,
∴Sn＋2＝2(Sn－1＋2)．
∵S1＋2＝4≠0,∴Sn－1＋2≠0,
∴eq \f(Sn＋2,Sn－1＋2)＝2,
故{Sn＋2}是以4为首项,2为公比的等比数列．
9.【新疆兵团农二师华山中学2017届高三上学期学前考试数学】已知数列{an}前n项和为Sn,满足Sn=2an-2n(n∈N*)．
（I）证明：{an+2}是等比数列,并求{an}的通项公式；
（Ⅱ）数列{bn}满足bn=log2(an+2),Tn为数列{
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取值范围．[来源:学*科*网]
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【解析】(Ⅰ) 由题设
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 EMBED Equation.3  [image: image320.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3  [image: image340.wmf]Þ
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试题解析：(Ⅰ) 由题设
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两式相减得
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（Ⅱ）因为
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10.【广东湛江市2017届高三上学期期中调研考试】已知数列
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（Ⅱ）由题知
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上式两边乘以
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11.设数列
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（Ⅰ）证明：数列
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【答案】（Ⅰ）详见解析（Ⅱ）6
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试题解析：（Ⅰ）由已知,
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（Ⅱ）由（Ⅰ）可知,
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则
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不等式
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12. 已知数列
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【解析】（Ⅰ）由题设,
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为公差的等差数列.  

13．【2016届吉林省吉林大学附中高三上第四次摸底】设数列[image: image451.wmf]{}
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14．【2016届山东省枣庄市三中高三12月月考】已知数列
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【解析】（1）因为
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