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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
                         问题五 利用导数处理不等式相关问题                          
在高中新课标中,导数在数学各类问题以及各个学科和许多领域中有着非常广泛的应用. 导数已成为研究函数性质的一种重要工具,例如求函数的单调区间、求最大（小）值、求函数的值域等等.在新课程背景下,不等式内容已大幅度降低要求,压轴题中出现不等式内容,一般情况都需要转化为函数,利用函数的性质,通过求导,利用单调性求出极值、最值,因此,很多时侯可以利用导数作为工具研究函数性质,从而解决不等式问题.下面具体讨论导数在解决与不等式有关的问题时的作用.

一、利用导数证明不等式

利用导数研究函数单调性来证明不等式 我们知道函数在某个区间上的导数值大于(或小于)0时,该函数在该区间上单调递增(或递减).因而在证明不等式时,根据不等式的特点,有时可以构造函数,用导数证明该函数的单调性,然后再用函数单调性达到证明不等式的目的,即把证明不等式转化为证明函数的单调性.常见的有如下几种形式：直接构造函数,然后用导数证明该函数的增减性；再利用函数在它的同一单调递增（减）区间,自变量越大,函数值越大（小）,来证明不等式成立.有时先把不等式变形后再构造函数,然后利用导数证明该函数的单调性,达到证明不等式的目的.

【例1】【2017江西省抚州市七校高三上学期联考】已知函数
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【分析】（1）求导数,利用导数的几何意义求曲线
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（2）由题意可得
[image: image42.wmf]'()(1)0

x

fxxae

=++³

对
[image: image43.wmf](,2)

a

xbe

Î-

恒成立,

∵
[image: image44.wmf]0

x

e

>

,∴
[image: image45.wmf]10

xa

++³

,即
[image: image46.wmf]1

xa

³--

对
[image: image47.wmf](,2)

a

xbe

Î-

恒成立,

∴
[image: image48.wmf]1

a

abe

--£-

,即
[image: image49.wmf]1

a

bea

³--

对
[image: image50.wmf][

]

1,2

a

Î

恒成立,

设
[image: image51.wmf]()1

a

gaea

=--

,
[image: image52.wmf][

]

1,2

a

Î

,

则
[image: image53.wmf]'()10

a

gae

=->

,

∴
[image: image54.wmf]()

ga

在
[image: image55.wmf][

]

1,2

上递增,∴
[image: image56.wmf]2

max

()(2)3

gage

==-

,∴
[image: image57.wmf]2

3

be

³-

．

又
[image: image58.wmf]2

a

be

-<

,∴
[image: image59.wmf]2

32

a

ebe

-£<+

．

【点评】证明不等式f(x)<g(x),可构造函数F(x)＝f(x)－g(x),利用导数求F(x)的值域,得到F(x)<0即可,证明时要注意自变量的[image: image60.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




选取.

【小试牛刀】已知函数
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(2)证明：令
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二、利用导数解决不等式恒成立问题、存在性问题

不等式恒成立问题或存在性问题是高考中非常多的一种题型,此类问题一般都会涉及到求参数范围,往往把变量分离后可以转化为m>f(x) (或m<f(x))恒成立,于是m大于f(x)的最大值（或m小于f(x)的最小值）,从而把不等式恒成立问题转化为函数求最值问题.因此,利用导数求函数最值是解决不等式恒成立问题的一种重要方法.

【例2】【2017广西梧州高三上学期摸底联考】已知函数
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（3）若正实数
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【分析】（1）求导函数,从而可确定函数的单调性；（2）构造函数
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,利用导数研究其最值,将恒成立问题进行转化；（3）将代数式
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【解析】（1）
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【点评】 利用导数来处理存在性问题和恒成立问题,常用的是变量分离的方法,此类方法的解题步骤是：①分离变量；②构造函数（非变量一方）；③对所构造的函数求最值（一般需要求导数,有时还需求两次导数）；④写出变量的取值范围．

【小试牛刀】已知函数
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由（1）知,
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三、利用导数解不等式

对于一些复杂的不等式求解问题,有的并没有现成的公式和规律可用,有时我们可根据题中条件联想构造出到相应的函数,根据函数的性质转化为处理函数的单调性或最值问题,我们都可以选择用导数作工具来研究函数问题.这种解题方法也是转化与化归思想在中学数学中的重要体现.

【例3】【2017湖北省襄阳市四校高三上学期期中联考】奇函数
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【答案】D
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【点评】解决此类问题的关键是根据导数的运算法则,构造合适的函数,再利用已知条件确定函数单调性解不等式.

【小试牛刀】【2016届江西省南昌二中高三上学期第三次考试】已知定义在
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5. 【2017山西省孝义市高三上学期二轮模考】已知函数
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8.【2017河北武邑中学高三四调】已知定义在
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9.【2017四川自贡普高一诊】设函数
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10. 【2017中原名校高三上学期[image: image393.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




第三次质量考评】已知函数
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且
[image: image400.wmf]xR

"Î

,
[image: image401.wmf](

)

(

)

cos21

fxfxx

-++=

.则下列说法一定正确的是（   ）

A．
[image: image402.wmf]1532

4643

ff

pp

æöæö

-->--

ç÷ç÷

èøèø

                   B．
[image: image403.wmf]1534

4643

ff

pp

æöæö

-->--

ç÷ç÷

èøèø


C. 
[image: image404.wmf]313

4324

ff

pp

æöæö

->-

ç÷ç÷

èøèø

                       D．
[image: image405.wmf]133

2443

ff

pp

æöæö

-->-

ç÷ç÷

èøèø


【答案】B

【解析】令
[image: image406.wmf](

)

(

)

2

sin

Fxxfx

=-

,则
[image: image407.wmf](

)

(

)

''

sin2

Fxxfx

=-

.因为当
[image: image408.wmf][

)

0,

x

Î+¥

时,
[image: image409.wmf](

)

'

2sincos0

xxfx

->

,即
[image: image410.wmf](

)

'

sin2

xfx

>

,所以
[image: image411.wmf](

)

(

)

''

sin20

Fxxfx

=->

,所以
[image: image412.wmf](

)

(

)

2

sin

Fxxfx

=-

在
[image: image413.wmf][

)

0,

x

Î+¥

上单调递增.又
[image: image414.wmf]xR

"Î

,
[image: image415.wmf](

)

(

)

cos21

fxfxx

-++=

,所以
[image: image416.wmf](

)

(

)

2

2sin

fxfxx

-+=

,所以
[image: image417.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

2222

sinsin2sinsin

xfxxxfxxfx

éù

---=-+=+-

ëû

,故
[image: image418.wmf](

)

(

)

2

sin

Fxxfx

=-

为奇函数,所以
[image: image419.wmf](

)

(

)

2

sin

Fxxfx

=-

在
[image: image420.wmf]R

上单调递增,所以
[image: image421.wmf]54

63

FF

pp

æöæö

->-

ç÷ç÷

èøèø

.即
[image: image422.wmf]1534

4643

ff

pp

æöæö

-->--

ç÷ç÷

èøèø

,故选B.学科网

11．【2016届江西省南昌二中高三上学期第三次考试】已知函数
[image: image423.wmf]2

()ln(2)

2

x

fxx

a

=--

,（a为常数且
[image: image424.wmf]0

¹

a

）,若
[image: image425.wmf])

(

x

f

在
[image: image426.wmf]0

x

处取得极值,且
[image: image427.wmf]2

0

[2,2]

xee

Ï++

,而
[image: image428.wmf]2

()0[2,2]

fxee

³++

在

 

上恒成立,则
[image: image429.wmf]a

的取值范围（    ）

A．
[image: image430.wmf]2

4

2

e

e

a

+

³

    B．
[image: image431.wmf]2

4

2

e

e

a

+

>

    C．
[image: image432.wmf]e

e

a

2

2

+

³

       D．
[image: image433.wmf]e

e

a

2

2

+

>


【答案】B

[image: image434.png]e msﬁ%msf(x):ﬁ—f,@f’(x):o,ms%:1+.F,+ Bkt (<ol ~Na D)
EEIERLE (- atll+a D) LRIBR T U+ Vatl + o) ERIBRL 7 () E R REHEE B

Y a+l>e:+lsﬁ
fle+2)z0

xe[er2 ¢+2), EHERAe+2 e‘+1]i§§iﬁ@§&.'.{

2514+ 1
{” TN a2 R > 4267, ik 5. SRR

f(f+2)=z0




12．【2016届黑龙江省牡丹江市一中高三上学期期中】已知定义在实数集R的函数
[image: image435.wmf]()

fx

满足
[image: image436.wmf](

)

14

f

=

,且
[image: image437.wmf]()

fx

导函数
[image: image438.wmf]()3

fx

¢

<

,则不等式
[image: image439.wmf](ln)3ln1

fxx

>+

的解集为（     ）

A．
[image: image440.wmf](1,)

+¥

          B．
[image: image441.wmf](e,)

+¥

         C．
[image: image442.wmf](0,1)

           D．
[image: image443.wmf](0,e)


【答案】D

【解析】令
[image: image444.wmf]ln

xu

=

,不等式即为
[image: image445.wmf]()31

fuu

>+

,即
[image: image446.wmf]()()310

hufuu

=-->

,而
[image: image447.wmf]'()'()30,(1)(1)310

hufuhf

=-<=--=

,所以不等式
[image: image448.wmf]()310

fuu

-->

的解为
[image: image449.wmf]1

u

<

,即
[image: image450.wmf]ln1

x

<

,解得
[image: image451.wmf]0e

x

<<

,所以原不等式的解集为
[image: image452.wmf](0,e)

,故选D．

13．【2016届湖北武汉华中师大第一附中高三上期中考试】设函数
[image: image453.wmf]2

1

()ln(1||)

1

fxx

x

=+-

+

,则使得
[image: image454.wmf]()(21)

fxfx

>-

成立的
[image: image455.wmf]x

的取值范围为      ．

【答案】
[image: image456.wmf]1

3

1

x

<

<


【解析】根据函数的奇偶性和单调性之间的关系,将不等式进行转化即可得到结论．

∵函数
[image: image457.wmf]2

1

()ln(1||)

1

fxx

x

=+-

+

为偶函数,且在
[image: image458.wmf]0

x

³

时,
[image: image459.wmf]22

12

()

0

11

x

fx

xx

¢=+>

++

（

）

,

即有函数
[image: image460.wmf]fx

（

）

在
[image: image461.wmf][

0

+¥

，

）

单调递增,
[image: image462.wmf](

)

(

)

21

fxfx

\>-

等价为
[image: image463.wmf](

)

(

)

21

fxfx

>-

,

即
[image: image464.wmf]21

xx

>

-

,平方得
[image: image465.wmf]2

3410

xx

-+<

,
[image: image466.wmf]1

1

3

x

\

<

<

,

14．【2017湖北荆州高三上学期第一次质量检测】 已知函数
[image: image467.wmf](

)

(

)

21

x

fxexaxa

=--+

,其中
[image: image468.wmf]1

a

<

,若存在唯一的整数
[image: image469.wmf]0

x

,使得
[image: image470.wmf](

)

0

0

fx

<

, 则
[image: image471.wmf]a

的取值范围是_________.（
[image: image472.wmf]e

为自然对数的底数）

【答案】
[image: image473.wmf]3

,1

2

e

éö

÷

ê

ëø


【解析】设
[image: image474.wmf]a

ax

x

h

x

e

x

g

x

-

=

-

=

)

(

),

1

2

(

)

(

,由题设存在唯一的整数
[image: image475.wmf]0

x

使得在直线
[image: image476.wmf])

1

(

-

=

x

a

y

的下方.因
[image: image477.wmf])

1

2

(

)

(

/

+

=

x

e

x

g

x

,故当
[image: image478.wmf]2

1

-

<

x

时, 
[image: image479.wmf]0

)

(

/

<

x

g

,函数
[image: image480.wmf])

1

2

(

)

(

-

=

x

e

x

g

x

单调递减；当
[image: image481.wmf]2

1

-

>

x

时, 
[image: image482.wmf]0

)

(

/

>

x

g

,函数
[image: image483.wmf])

1

2

(

)

(

-

=

x

e

x

g

x

单调递增.所以当
[image: image484.wmf]2

1

-

=

x

时,[image: image485.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




函数
[image: image486.wmf])

1

2

(

)

(

-

=

x

e

x

g

x

取最小值
[image: image487.wmf]1

2

)

2

1

(

)

(

min

-

<

-

=

-

=

e

g

x

g

,而
[image: image488.wmf]0

3

)

1

(

,

1

)

0

(

>

=

-

=

e

g

g

,且直线
[image: image489.wmf])

1

(

-

=

x

a

y

恒过点
[image: image490.wmf])

0

,

1

(

,故由题设须满足
[image: image491.wmf]î

í

ì

-

³

-

-

-

>

-

-

1

3

1

0

e

a

a

a

,即
[image: image492.wmf]e

a

2

3

1

£

<

.故应填答案
[image: image493.wmf]3

,1

2

e

éö

÷

ê

ëø

.学科网

15．【2016届黑龙江省大庆铁人中学高三第一阶段考试】已知
[image: image494.wmf]()

x

fxxe

=

,
[image: image495.wmf]2

()(1)

gxxa

=-++

,若
[image: image496.wmf]12

,

xx

$Î

R

,使得
[image: image497.wmf]21

()()

fxgx

£

成立,则实数a的取值范围是____________．

【答案】
[image: image498.wmf]1

[,)

e

-+¥


【解析】
[image: image499.wmf]12

,

xx

$Î

R

,使得
[image: image500.wmf]21

()()

fxgx

£

成立,等价于
[image: image501.wmf]minmax

()()

fxgx

£

,
[image: image502.wmf]'

()(1)

xxx

fxexexe

=+=+

,

当
[image: image503.wmf]1

x

<-

时,
[image: image504.wmf]'

()0

fx

<

,
[image: image505.wmf]()

fx

递减,当
[image: image506.wmf]1

x

>-

时,
[image: image507.wmf]'

()0

fx

>

,
[image: image508.wmf]()

fx

递增,∴当
[image: image509.wmf]1

x

=-

时,
[image: image510.wmf]()

fx

取得最小值,
[image: image511.wmf]min

1

()(1)

fxf

e

=-=-

；当
[image: image512.wmf]1

x

=-

时,
[image: image513.wmf]()

gx

取得最大值为
[image: image514.wmf]max

()(1)

gxga

=-=

,∴
[image: image515.wmf]1

a

e

-£

,即实数a的取值范围是
[image: image516.wmf]1

a

e

³-

．

16．【2016届河北省衡水中学高三二调】已知函数
[image: image517.wmf](

)

fx

（
[image: image518.wmf]R

x

Î

）满足
[image: image519.wmf](

)

11

f

=

,且
[image: image520.wmf](

)

fx

的导数
[image: image521.wmf](

)

1

2

fx

¢

<

,则不等式
[image: image522.wmf](

)

2

2

1

22

x

fx

<+

的解集为        ．
【答案】
[image: image523.wmf]11

-¥-+¥

U

（

，

）

（

，

）


【解析】设
[image: image524.wmf](

)

(

)

1

2

Fxfxx

=-

根据题意可得函数
[image: image525.wmf]Fx

（

）

在R上单调递减,然后根据
[image: image526.wmf](

)

2

2

1

22

x

fx

<+

可得
[image: image527.wmf]2

2

1

1

22

x

fxf

-<-

（

）

（

）

,最后根据单调性可求出x的取值范围．

设
[image: image528.wmf](

)

(

)

1

2

Fxfxx

=-

,
[image: image529.wmf](

)

111

,0

222

FxfxfxFxfx

¢=¢-¢<\¢=¢-<

\

Q

（

）

（

）

（

）

（

）

,

即函数F（x）在R上单调递减,
[image: image530.wmf](

)

(

)

(

)

22

222

11

,11

2222

xx

fxfxfFxF

<+\-<-\<

Q

（

）

（

）

,

而函数F（x）在R上单调递减,
[image: image531.wmf]2

1

x

\

>

,即
[image: image532.wmf]11

x

\Î-¥-+¥

U

（

，

）

（

，

）

,

故答案为：
[image: image533.wmf]11

-¥-+¥

U

（

，

）

（

，

）


17．【2016届安徽省合肥市八中高三上学期第一次段考】若关于
[image: image534.wmf]x

的不等式
[image: image535.wmf](1)(ln)0

axxax

-+³

在（0,+
[image: image536.wmf]¥

）上恒成立,则实数
[image: image537.wmf]a

的取值范围是           ．

【答案】
[image: image538.wmf]}

{

]

1

,

(

e

e

a

U

-

-¥

Î


[image: image539.png](€30 y=ax—17E (0,+®) AFEFEFL A ax-1<00,In x+ax<0- @7 (0,+®)
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18.【2017宁夏育才中学高三上学期第二次月】已知函数
[image: image540.wmf]()ln

fxaxx

=+

,其中
[image: image541.wmf]a

Î

R

．

（Ⅰ）若
[image: image542.wmf]()

fx

在区间
[image: image543.wmf][1,2]

上为增函数,求
[image: image544.wmf]a

的取值范围；

（Ⅱ）当
[image: image545.wmf]e

a

=-

时,证明：
[image: image546.wmf]()20

fx

+£

；

（Ⅲ）当
[image: image547.wmf]e

a

=-

时,试判断方程
[image: image548.wmf]ln3

()

2

x

fx

x

=+

是否有实数解,并说明理由．
【答案】（Ⅰ）
[image: image549.wmf]1

2

a

³-

；（Ⅱ）证明见解析；（Ⅲ）没有实数解． 

【解析】函数
[image: image550.wmf]()

fx

定义域
[image: image551.wmf])

,

0

(

+¥

Î

x

,
[image: image552.wmf]1

()

fxa

x

¢

=+

．                 

（Ⅰ）因为
[image: image553.wmf]()

fx

在区间
[image: image554.wmf][1,2]

上为增函数,所以
[image: image555.wmf]()0

fx

¢

³

在
[image: image556.wmf][1,2]

x

Î

上恒成立,

即
[image: image557.wmf]1

()0

fxa

x

¢

=+³

,
[image: image558.wmf]1

a

x

³-

在
[image: image559.wmf][1,2]

x

Î

上恒成立,

则
[image: image560.wmf]1

.

2

a

³-

               

（Ⅱ）当
[image: image561.wmf]e

a

=-

时,
[image: image562.wmf]()e ln

fxxx

=-+

,
[image: image563.wmf]e1

()

x

fx

x

-+

¢

=

．

令
[image: image564.wmf]0

)

(

=

¢

x

f

,得
[image: image565.wmf]1

e

x

=

．

令
[image: image566.wmf]()0

fx

¢

>

,得
[image: image567.wmf]1

(0,)

e

x

Î

,所以函数
[image: image568.wmf])

(

x

f

在
[image: image569.wmf]1

(0,)

e

单调递增．

令
[image: image570.wmf]()0

fx

¢

<

,得
[image: image571.wmf]1

(,)

e

x

Î+¥

,所以函数
[image: image572.wmf])

(

x

f

在
[image: image573.wmf]1

(,)

e

+¥

单调递减．[来源:Z&xx&k.Com]
所以,
[image: image574.wmf]max

111

()()eln2

eee

fxf

==-×+=-

[image: image575.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




．    

所以
[image: image576.wmf]()20

fx

+£

成立．         

（Ⅲ）由（Ⅱ）知, 
[image: image577.wmf]max

()2

fx

=-

, 所以
[image: image578.wmf]2

|

)

(

|

³

x

f

．

设
[image: image579.wmf]ln3

(),(0,).

2

x

gxx

x

=+Î+¥

所以
[image: image580.wmf]2

ln

1

)

(

x

x

x

g

-

=

¢

．

令
[image: image581.wmf]0

)

(

=

¢

x

g

,得
[image: image582.wmf]e

x

=

．

[image: image583.png]b 22 2B (ZXXK.COM)




令
[image: image584.wmf]()0

gx

¢

>

,得
[image: image585.wmf](0,e)

x

Î

,所以函数
[image: image586.wmf])

(

x

g

在
[image: image587.wmf](0,e)

单调递增,

令
[image: image588.wmf]()0

gx

¢

<

,得
[image: image589.wmf](e,)

x

Î+¥

,所以函数
[image: image590.wmf])

(

x

g

在
[image: image591.wmf](e,)

+¥

单调递减；

所以,
[image: image592.wmf]max

lne313

()(e)2

e2e2

gxg

==+=+<

, 即
[image: image593.wmf]2

)

(

<

x

g

．

所以
[image: image594.wmf])

(

|

)

(

|

x

g

x

f

>

 ,即
[image: image595.wmf]>

|

)

(

|

x

f


[image: image596.wmf]ln3

2

x

x

+

．

所以,方程
[image: image597.wmf]=

|

)

(

|

x

f


[image: image598.wmf]ln3

2

x

x

+

没有实数解．
19. 【2017江西省抚州市七校高三上学期联考】记
[image: image599.wmf]{

}

max,

mn

表示
[image: image600.wmf]m

,
[image: image601.wmf]n

中的最大值,如
[image: image602.wmf]{

}

max3,10



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image603.wmf]10

=

．已知函数


[image: image604.wmf]{

}

2

()max1,2ln

fxxx

=-

,
[image: image605.wmf]222

1

()maxln,()24

2

gxxxxaxaa

ìü

=+-+-++

íý

îþ

．

（1）设
[image: image606.wmf]2

1

()()3()(1)

2

hxfxxx

=---

,求函数
[image: image607.wmf]()

hx

在
[image: image608.wmf](0,1]

上零点的个数；

（2）试探讨是否存在实数
[image: image609.wmf](2,)

a

Î-+¥

,使得
[image: image610.wmf]3

()4
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对
[image: image611.wmf](2,)
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[image: image612.wmf]a
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【答案】（1）
[image: image613.wmf]2
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[image: image614.wmf]ln21
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【解析】（1）设
[image: image615.wmf]2
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令
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,
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∴
[image: image623.wmf]min

()(1)0

FxF

==

,∴
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设
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,结合
[image: image628.wmf]()
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与
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Gx

在
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上图象可知,这两个函数的图象在
[image: image631.wmf](0,1]
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在
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上零点的个数为
[image: image634.wmf]2
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（2）假设存在实数
[image: image635.wmf](2,)
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,使得
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令
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,
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当
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故当
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故存在实数
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20．【2016届云南省玉溪市一中高三上学期期中】已知函数
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（1）求函数
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21．【2016届山东省实验中学高三第二次诊断性考试】已知函数
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22. 【北京市重点中学2015届高三8月开学测试】设函数
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处的切线的斜率为
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【解析】（1）
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增函数,
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23. 已知函数
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