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                         问题三 如何利用导数处理参数范围问题                          
    导数是研究函数图像和性质的重要工具,自从新教材将导数引进高中数学教材以来,有关导数问题便成为每年高考的必考试题之一,且相当一部[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]分是高考数学试卷的压轴题.其中以函数为载体,以导数为工具,考查函数性质及应用的试题,已成为最近几年高考中函数与导数交汇试题的显著特点和命题趋向.随着高考对导数考查的不断深入,运用导数确定含参数函数中的参数取值范围成为一类常见的探索性问题,由于含参数的导数问题在解答时往往需要对参数进行讨论,因而它也是绝大多数考生答题的难点,具体表现在：他们不知何时开始讨论、怎样去讨论.对这一问题不仅高中数学教材没有介绍过,而且在众多的教辅资料中也很少有系统介绍,本文通过一些实例介绍这类问题相应的解法,期望对考生的备考有所帮助.
一、与函数单调性有关的类型











用导数研究函数的单调性,这是导数最为基本的运用,相关结论是：若函数在区间上可导,则在区间上递增；递减.根据函数单调性求参数（函数中含参数或区间中含参数）的取值范围（一般可用不等式恒成立理论求解）,一般步骤是：首先求出后,若能因式分解则先因式分解,讨论=0两根的大小判断函数的单调性,若不能因式分解可利用函数单调性的充要条件转化为恒成立问题.
【例1】已知函数f(x)＝exlnx－aex(a∈R),若f(x)在(0,＋∞)上是单调函数,求实数a的取值范围．
【分析】利用导数判断函数的单调性,先确定在此区间上是单调增还是单调减函数．若 f(x)为单调递减函数,则f′(x)≤0,若f(x)为单调递增函数,则f′(x)≥0,然后分离参数a,转化为函数求最值.
【解析】由(1)知f′(x)＝(－a＋lnx)e[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]x,
若f(x)为单调递减函数,则f′(x)≤0,在x>0时恒成立．
即－a＋lnx≤0,在x>0时恒成立．
所以a≥＋lnx,在x>0时恒成立．
令g(x)＝＋lnx(x>0),
则g′(x)＝－＋＝(x>0),
由g′(x)>0,得x>1；
由g′(x)<0,[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]得0<x<1.
故g(x)在(0,1)上为单调递减函数,在[1,＋∞)上为单调递增函数,此时g(x[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！])的最小值为g(x)＝1,但g(x)无最大值(且无趋近值)．
故f(x)不可能是单调递减函数．
若f(x)为单调递增函数,
则f′(x)≥0,在x>0时恒成立,即－a＋lnx≥0,在x>0时恒成立,
所以a≤＋lnx,在x>0时恒成立,由上述推理可知此时a≤1.
故实数a的取值范围是(－∞,1]．
【点评】已知函数单调性,求参数范围的两个方法
(1)利用集合间的包含关系处理：y＝f(x)在(a,b)上单调,则区间(a,b)是相应单调区间的子集．
(2)转化为不等式的恒成立问题：即“若函数单调递增,则f′(x)≥0；若函数单调递减,则f′(x)≤0”来求解．




【小试牛刀】 【2015重庆理20（2）】设函数.若在上为减函数,求的取值范围.
二、与不等式有关的类型
以导数作为工具,以含有参数的不等式作为载体在知识交汇处命题已成为如今各地联考和高考命题的热点之一,在利用不等式恒成立求参数取值范围时,常利用以下结论：












①若值域为,则不等式恒成立；不等式有解；














②若值域为,则不等式恒成立；若值域为则不等式恒成立.

【例2】已知函数

（Ⅰ）判断函数的单调区间；



（Ⅱ）若对任意的,都有,求实数的最小值.












【分析】（Ⅰ）先求导可得,因为分母,可直接讨论分子的正负即可得导数的正负,根据导数大于0可得其单调增区间,导数小于0可得其单调减区间.（Ⅱ）可将转化为,设函数,即转化为对任意的, 恒成立,即函数的最大值小于0.先求函数的导数,讨论其正负得函数的单调区间,根据单调性求其最值,根据函数的最大值小于0即可求得的范围.

【解析】(Ⅰ) , 


设,不妨令,







则[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！],当时,,为增函数；当时,,为减函数.




所以,即,所以在时,


所以在区间上为减函数. 


（Ⅱ）等价于,



设函数,对于函数,不妨令.

所以,

 






当时,在时,,所以在为增函数,所以,不符合题意；






当,在时,,所以在为增函数,所以,不符合题意；








当时,在时,,所以在为减函数,[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]所以,即在上成立,符[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]合题意；学科网


综上,实数的最小值为.




【点评】本题主要考查导数的运算、利用导数研究函数的单调性、利用导数研究函数的极值与最值、恒成立问题等数学知识,考查[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]综合分析问题解决问题的能力和计算能力,考查函数思想和分类讨论思想.利用“要使成立,只需使函数的最小值恒成立即可；要使成立,只需使函数的最大值恒成立即可”.在此类问题中分类讨论往往是一个难点,这需要经过平时不断[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]的训练和结累方可达到的.


【小试牛刀】【2017河南百校联盟高三质检】已知函数,.



（Ⅰ）记的极小值为,求的最大值；



（Ⅱ）若对任意实数恒有,求的取值范围.
三、与极值有关的类型

极值这个概念在高中数学中可以说是一个与导数紧密相连的概念[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！],基本上只要提到极值或极值点就会想到导数,极值点个数的判定,一般是转化为使方程根的个数,一般情况下导函数若可以化成二次函数,我们可以利用判别式研究,若不是,我们可以借助图形研究.在完成此类题目时一定要注意极值与最值的区别,它们有本质的不同：极值是一个局部的概念,而最值是一个整体的概念.


【例3】【2017湖北荆州高三上学期第一次质量检测】已知函数,为自然对数的底数.


（1）当时,试求的单调区间；



（2）若函数在上有三个不同的极值点[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！],求实数的取值范围.
【分析】(1)借助题设条件运用导数求解；(2)依据题设进行转化,构造函数运用导数知识探求.



【解析】（1）函数的定义域为,.当时,对于






恒成立,所以,若,若 ,所以的单调增区间为 ,单调减区间为 .[来源:Zxxk.Com]












（2）由条件可知,在上有三个不同的根,即在上有两个不同的根,且,令,则,当单调递增,单调递减,的最大值为,而.





【点评】导数是研究函数的单调性和极值最值问题的重要而有效的工具.本题就是以函数解析式为背景,精心设置了两个问题,旨在考查导数知识与函数单调性和极值的关系等方面的综合运用以及分析问题解决问题的能力.本题的第一问是求函数的单调区间,求解时运用求导法则借助的范围及导数与函数的单调性的关系,分别求出求出其单调区间；第二问则通过构造函数,运用求导法则及转化化归思想,分析推证建立不等式,从而求出,使得问题获解.
【小试牛刀】若函数f(x)＝－x2＋x＋1在区间(,3)上有极值点,则实数a的取值范围是(　　)
A．(2,)     B．[2,)     C．(2,)  	D．[2,)
四、与方程有关的类型[来源:Zxxk.Com]
在现在高中数学命题中常出现有关参数的方程问题、根的分布问题,有时甚至出现在一些高考试题的压轴题中.完成此类问题正确的转化是解题最为关键的地方,基础较差的学生可能出现复杂问题简单化的现象（当然是错误的理解而已）,这种题型往往能很好的考查学生运用所学知识解决新问题的能力,这也正是它的魅力所在.
【例4】【2015河北省“五个一名校联盟” 高三教学质量监测】


已知函数（）.


（Ⅰ）若函数在定义域内单调递增,求实数的取值范围；





[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]（Ⅱ）若,且关于的方程在上恰有两个不等的实根,求实数的取值范围.

















【分析】（Ⅰ）求出的定义域及导函数,由函数在定义域内单调递增知,≥0在定义域内恒成立,通过参变分离化为在定义域内恒成立,求出的最小值,即≤即为的取值范围；（Ⅱ）先将关于的方程在[1,4]上恰有两个不等实根转化为方程 =在[1,4]上恰有两个不等实根,即函数y=（x∈[1,4]）图像与y=b恰有两个不同的交点,利用导数通过研究函数y=（x∈[1,4]）的单调性、极值、最值及图像,结合y=（x∈[1,4]）的图像,找出y=（x∈[1,4]）与y=b恰有两个交点时b的取值范围,即为所求

【解析】（Ⅰ）函数的定义域为,



,依题意在时恒成立,



则在时恒成立,即,




当时,取最小值-1,所以的取值范围是 




（Ⅱ）,由得在上有两个不同的实根,

设





,时,,时,


,,


,得

则 
【点评】本题考查了常见函数的导数、导数的运算法则[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]、导数函数单调性关系、导数的综合应用和利用导数证明不等式,考查了学生的转化能力和运算求解能力.在某一区间内有关方程根的分布情况,所涉及方程往往有两类：一类为一元二次方程,它可充分利用三个二次的关系进行处理问题；另一类为非一元二次方程[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！],此时一般要构造新的方程或函数进行研究,运用导数作为工具,数形结合处理此类问题.





【小试牛刀】 【2017河北石家庄第一次质[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]检】若存在正实数,使得关于的方程有两个不同的根,其中为自然对数的底数,则实数的取值范围是 （    ）[来源:Zxxk.Com]




A．         B．       C.        [image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！] D．
                           【迁移运用】[来源:学科网ZXXK]



1.【2017湖北荆州高三上学期第一次质[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]量检测】若函数在区间上单调递减,则实数的取值范围是（   ）




A．          B．          C.           D．





2.【2017江苏徐州丰县民族中学第二次月考】已知函数,当时,的取值范围为,则实数的取值范围是       ．




3.【2017江西抚州七校联考】已知函数的图像上存在不同的两点,使得曲线在这两点处的切线重合,则实数的取值范[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]围是（   ）




A．           B．           C．           D．




4.【2017辽宁盘锦市高中2017届11月月考】设函数（）,若不等式有解,则实数的最小值为（   ）




A．	B．	C．	D．




5.【山西临汾一中等五校2017届高三第三联考,12】设函数,若不等式在上有解,则实数的最小值为（   ）




A．              B．               C．        D．





6.【四川自贡普高2017届一诊,12】设函数,其中,若有且只有一个整数使得,则的取值范围是（    ）




A．         B．       C.         D．
7.【2016江西省临川一中高三上学期期中】若函数不是单调函数,则实数的取值范围是（      ）．
A．           B．            C．          D．


8. 【2016黑龙江省大庆铁人中学高三第一阶段考试】已知,,若,使得成立,则实数a的取值范围是____________．
9. 【2016安徽省合肥市八中高三上学期第一次段考】若关于的不等式在（0,+）上恒成立,则实数的取值范围是           ．

10.【2017重庆八中二调】已知函数．

（1）讨论的单调性；





（2）若,对于任意,,都有恒成立,求的取值范围．


11.【2017山西省运城高三上学期期中】已知函数,且．

（1）求的值；



（2）若对于任意,都有,求的最小值．
12. 【2016届辽宁省抚顺市一中高三上学期第一次模拟】已知函数．
（Ⅰ）讨论的单调性；
（Ⅱ）当有最大值,且最大值大于时,求的取值范围．
13.【2017福建厦门一中上学期期中】已知函数是自然对数的底数．
（1）讨论函数在上的单调性；
（2）当时,若存在,使得,求实数的取值范围．（参考公式：）
14. 【2016山东省实验中学高三第二次诊断性考试】已知函数．
（Ⅰ）当时,求在区间上的最值；
（Ⅱ）讨论函数的单调性；
（Ⅲ）当时,有恒成立,求的取值范围．


15. 【2016浙江省“六市六校”联盟高考模拟考试】已知函数,． 


（1）求函数在上的最小值；




（2）若存在是自然对数的底数,,使不等式成立,求实数的取值范围．





16. 设函数,且. 曲线在点[来源:学科网]

处的切线的斜率为.

（1）求的值；



（2）若存在,使得,求的取值范围.




17.已知函数的图象在点（为自然对数的底数）处的切线的斜率为．

（1）求实数的值；



（2）若对任意成立,求实数的取值范围；



（3）当时,证明：．
18. 【2017河南八市重点高中第三次测评】
已知函数.
（1）设函数，讨论的单调性；
（2）当时，恒成立，求整数的最大值.



[image: 学科网(www.zxxk.com)--教育资源门户，提供试卷、教案、课件、论文、素材及各类教学资源下载，还有大量而丰富的教学相关资讯！]
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