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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
问题二 函数[image: image1.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




中存在性与恒成立问题
    函数内容作为高中数学知识体系的核心,也是历年高考的一个热点.在新课标下的高考越来越注重对学生的综合素质的考察,恒成立与存在性问题便是一个考察学生综合素质的很好途径,它主要涉及到一次函数、二次函数、三角函数、指数函数和对数函数等常见函数的图象和性质,渗透着换元、化归、数形结合、函数与方程等思想方法,在培养思维的灵活性、创造性等方面起到了积极的作用.近几年的数学高考和各地的模考联考中频频出现存在性与恒成立问题,其形式逐渐多样化,但它们大都与函数、导数知识密不可分.与恒成立及存在性问题有关的知识如下：

(1)恒成立问题

①. ∀x∈D,均有f(x)>A恒成立,则f(x)min>A；

②. ∀x∈D,均有f(x)﹤A恒成立,则 f(x)max<A ；

③. ∀x∈D,均有f(x) >g(x)恒成立,则F(x)= f(x)- g(x) >0,∴ F(x)min >0；
④. ∀x∈D,均有f(x)﹤g(x)恒成立,则F(x)= f(x)- g(x) <0,∴ F(x) max <0；
⑤. ∀x1∈D, ∀x2∈E,均有f(x1) >g(x2)恒成立,则f(x)min> g(x)max；[来源:学.科.网]
⑥. ∀x1∈D, ∀x2∈E,均有f(x1) <g(x2)恒成立,则f(x) max < g(x) min.
(2)存在性问题

①. ∃x0∈D,使得f(x0)>A成立,则f(x) max >A；

②. ∃x0∈D,使得f(x0)﹤A成立,则 f(x) min <A；

③. ∃x0∈D,使得f(x0) >g(x0)成立,设F(x)= f(x)- g(x),∴ F(x) max >0；
④. ∃x0∈D,使[image: image2.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




得f(x0) <g(x0)成立,设F(x)= f(x)- g[image: image3.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




(x),∴ F(x) min <0；
⑤. ∃x1∈D, ∃x2∈E, 使得f(x1) >g(x2)成立,则f(x) max > g(x) min；

⑥. ∃x1∈D, ∃x2∈E,均使得f(x[image: image4.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




1) <g(x2)成立,则f(x) min < g(x) max.
(3)相等问题

若f(x)的值域分别为A,B,则

①. ∀x1∈D, ∃x2∈E,使得f(x1)=g(x2)成立,则
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；

② ∃x1∈D, ∃x2∈E, 使得f(x1)=g(x2)成立,则
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(4)恒成立与存在性的综合性问题

①∀x1∈D, ∃x2∈E, 使得f(x1) >g(x2)成立,则f(x)min> g(x) min；
②∀x1∈D, ∃x2∈E, 使得f(x1) <g(x2)成立,则f(x) max < g(x) [image: image7.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




max.
解决高中数学函数的存在性与恒成立问题常用以下几种方法：①函数性质法；②分离参数法；③主参换位法；④数形结合法等.

一、函数性质法

【例1】已知函数f(x)＝x3－ax2＋10,若在区间[1,2]内至少存在一个实[image: image8.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




数x,使得f(x)<0成立,求实数a的取值范围．

【分析】本题实质是存在性问题

【解析】解法一：f′(x)＝3x2－2ax＝3xeq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(x－\f(2,3)a))(1≤x≤2),

当eq \f(2,3)a≤1,即a≤eq \f(3,2)时,f′(x)≥0,f(x)在[1,2]上为增函数,

故f(x)min＝f(1)＝11－a,所以11－a<0,a>11,这与a≤eq \f(3,2)矛盾．

当1<eq \f(2,3)a<2,即eq \f(3,2)<a<3时,当1≤x<eq \f(2,3)a,f′(x)<0；当eq \f(2,3)a[image: image9.png]Z2EL(ZXXK.COMR LT




<x≤2,f′(x)>0,

所以x＝eq \f(2,3)a时,f(x)取最小值,

因此有feq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2,3)a))<0,即eq \f(8,27)a3－eq \f(4,9)a3＋10＝－eq \f(4,27)a3＋10<0,解得a>3eq \r(3,\f(5,2)),这与eq \f(3,2)<a<3矛盾；

当eq \f(2,3)a≥2,即a≥3时,f′(x)≤0,f(x)在[1,2]上为减函数,所以f(x)min＝f(2)＝18－4a,所以18－4a<0,解得a>eq \f(9,2),这符合a≥3.

综上所述,a的取值范围为a>eq \f(9,2).

解法二：由已知得：a>eq \f(x3＋10,x2)＝x＋eq \f(10,x2),

设g(x)＝x＋eq \f(10,x2)(1≤x≤2),g′(x)＝1－eq \f(20,x3),

∵1≤x≤2,∴g′(x)<0,所以g(x)在[1,2]上是减函数．学科网

g(x)min＝g(2),所以a>eq \f(9,2).

【点评】 解法一在处理时,需要用分类讨论的方法,讨论的关键是极值点与区间[1,2]的关系；解法二是用的参数分离,由于ax2>x3＋10中x2∈[1,4],所以可以进行参数分离,而无需要分类讨论．

【牛刀小试】【2017山西大学附中第二次模拟】设函数
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【答案】D
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二、分离参数法

【例2】已知函数
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【分析】（1）由
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即可,而由（1）可知
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的最大值,可以通过导数研究函数
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,令
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即为所求.
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即为所求.           

【点评】在函数存在性与恒成立问题中求含参数范围过程中,当其中的参数（或关于参数的代数式）能够与其它变量完全分离出来并,且分离后不等式其中一边的函数（或代数式）的最值或范围可求时,常用分离参数法.此类问题可把要求的参变量分离出来,单独放在不等式的一侧,将另一侧看成新函数,于是将问题转化成新函数的最值问题.

利用分离参数法来确定不等式
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(1)将参数与变量分离,即化为
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(3)解不等式
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【牛刀小试】【2017湖南省郴州市上学期第一次教学质量监测】已知函数
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三、主参换位法

【例3】已知函数
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【分析】在第二小题所给条件中出现了两个字母：
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【点评】某些函数存在性与恒成立问题中,当分离参数会遇到讨论的麻烦或者即使能容易分离出参数与变量,但函数的最值却难以求出时,可考虑变换思维角度.即把主元与参数换个位置,再结合其它知识,往往会取得出奇制胜的效果.此类问题的难点常常因为学生的思维定势,易把它看成关于[image: image165.png]


的不等式讨论,从而因计算繁琐出错或者中途夭折；若转换一下思路,把待求的x为参数,以[image: image166.png]


为变量,构造新的关于参数的函数,再来求解参数[image: image167.png]


应满足的条件这样问题就轻而易举的得到解决了.

【牛刀小试】若不等式
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【答案】
[image: image170.wmf]312

x

-<<


【解析】
[image: image171.wmf](

)

2

211

xmx

->-

可转化为
[image: image172.wmf](

)

2

1210

mxx

--+<

,设
[image: image173.wmf](

)

(

)

2

1210

fmmxx

=--+<

,则
[image: image174.wmf](

)

fm

是关于m的一次型函数,要使
[image: image175.wmf](

)

0

fm

<

恒成立,只需
[image: image176.wmf](

)

(

)

2

2

120

1220

fxx

fxx

ì

=-<

ï

í

-=--+<

ï

î

,解得
[image: image177.wmf]312

x

-<<

.

四、数形结合法

【例4】已知函数
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则由二次函数根与系数的分布知识及图象可得：

            
[image: image198.wmf](

)

0

10

2

1

2

F

k

ì

ï

D³

ï

ï

-³

í

ï

-

ï

-£-

ï

î


解得
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【点评】如果题中所涉及的函数对应的图象、图形较易画出时,往往可通过图象、图形的位置关系建立不等式从而求得参数范围. 解决此类问题经常要结合函数的图象,选择适当的两个函数,利用函数图像的上、下位置关系来确定参数的范围.利用数形结合解决不等式问题关键是构造函数,准确做出函数的图象.常见的有两类函数：若二次函数
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五、存在性之常用模型及方法

【例5】设函数
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,[image: image386.wmf]001

[0,],()()

2

xgxfx

p

$Î=

总

使

得

成立,则实数[image: image387.wmf]a
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【答案】[image: image388.wmf](,4][6,)
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6.【2017江西省新余市高三第二次模拟考试】设函数
[image: image390.wmf]x
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[image: image391.wmf]x
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[image: image392.wmf])
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恒成立,则正数
[image: image394.wmf]k

的取值范围为        .     [来源:Z,xx,k.Com]
【答案】
[image: image395.wmf][
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【解析】对于函数
[image: image396.wmf]()

fx

,当
[image: image397.wmf]0
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>

时, 
[image: image398.wmf]22
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,所以当
[image: image399.wmf]2
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,函数
[image: image400.wmf]()
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有最小值
[image: image401.wmf]2
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；对于函数
[image: image402.wmf]2
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[image: image403.wmf]2
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,当
[image: image404.wmf]01,'()0
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；当
[image: image405.wmf]1,'()0
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,所以当
[image: image406.wmf]1
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时,函数
[image: image407.wmf]()
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恒成立,
[image: image410.wmf]0
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,所以
[image: image411.wmf]2
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,所以
[image: image412.wmf]1
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7.设函数f(x)＝ax＋sinx＋cosx．若函数f(x)的图象上存在不同的两点A,B,使得曲线y＝f(x)在点A,B处的切线互相垂直,则实数a的取值范围为      ．

【答案】
[image: image413.wmf]]
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【解析】因为
[image: image414.wmf]),

4

cos(

2

sin

cos

)

(

p

+

+

=
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则存在实数
[image: image415.wmf]2
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,使得
[image: image416.wmf]1
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=
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成立.

不妨设
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则
[image: image418.wmf]22
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因此
[image: image419.wmf]222
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8.已知函数[image: image420.wmf]e
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x
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,其中m,a均为实数．

(1)求[image: image421.wmf]()
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的极值；

(2)设[image: image422.wmf]1,0
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恒成立,求[image: image426.wmf]a
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(3)设[image: image427.wmf]2
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,若对任意给定的[image: image428.wmf]0
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x
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,在区间[image: image429.wmf](0,e]

上总存在[image: image430.wmf]1212
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,使得[image: image431.wmf]120
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 成立,求[image: image432.wmf]m

的取值范围．

【答案】(1)极大值为1,无极小值；(2) 3 ([image: image433.wmf]2
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；(3) [image: image434.wmf]3
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【解析】（1）[image: image435.wmf]e(1)

()

e

x

x

gx

-

¢

=

,令[image: image436.wmf]()0
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列表如下：

	x
	（(∞,1）
	1
	（1,(∞）

	[image: image437.wmf]()
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	0
	(

	g(x)
	↗
	极大值
	↘


∵g(1) = 1,∴y =[image: image438.wmf]()

gx

的极大值为1,无极小值．               …………………3分

（2）当[image: image439.wmf]1,0
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时,[image: image440.wmf]()ln1
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,[image: image441.wmf](0,)
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．

∵[image: image442.wmf]()0
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在[image: image443.wmf][3,4]

恒成立,∴[image: image444.wmf]()
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> 0在[image: image448.wmf][3,4]
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∴[image: image449.wmf]()
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∴a≥3 ([image: image467.wmf]2
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（3）由（1）知[image: image470.wmf]()
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在[image: image471.wmf](0,e]
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当[image: image475.wmf]0
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在[image: image477.wmf](0,e]
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当[image: image478.wmf]0
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,由题意知[image: image480.wmf]()
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,则[image: image499.wmf]()2e10

x

wx

¢

=->
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9.【2017山西省孝义市高三上学期二轮模考】设函数
[image: image509.wmf]2
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[image: image510.wmf]1
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,其中
[image: image511.wmf]aR
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,
[image: image512.wmf]e2.718
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为自然对数的底数.

（1）讨论
[image: image513.wmf]()

fx

的单调性；

（2）证明：当
[image: image514.wmf]1

x

>

时,
[image: image515.wmf]()0
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；

（3）确定
[image: image516.wmf]a

的所有可能取值,使得
[image: image517.wmf]()()
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>

在
[image: image518.wmf](1,)
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【答案】（1）当
[image: image519.wmf]x
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[image: image524.wmf]()
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【解析】（1）由
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当
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时,
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在
[image: image531.wmf](0,)
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fx

为
[image: image533.wmf](0,)
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当
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则
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上为增函数.学科网

综上,当
[image: image544.wmf]0
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[image: image545.wmf]()
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为
[image: image546.wmf](0,)

+¥

上的减函数；当
[image: image547.wmf]0
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[image: image549.wmf]2
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[image: image550.wmf]2
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（2）证明：要证
[image: image551.wmf]()0(1)
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[image: image552.wmf]1
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,
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综上所述,
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,
[image: image566.wmf]'()0
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[image: image570.wmf]()

tx

在区间
[image: image571.wmf](1,)
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10.【2017四川省资阳市高三上学期第一次诊断】已知函数
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(Ⅰ) 当
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11. 【2017湖北省襄阳市四校高三上学期期中联考】已知函数
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12. 【2017广东省惠州市第二次调研】已知函数
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13.【2017河南省天一大联考】已知函数
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14. 【2017江西省新余市模拟】已知函数
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15.【2016浙江省绍兴市柯桥区二模】设函数
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