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      问题二  数学归纳法在证明不等式中的应用           [image: image2.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




               

数学归纳法是用来证明和自然数有关系的命题的一种特殊技巧和方法,主要是[image: image3.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




用来探讨与正整数有关的一系列数学问题,其过程基本要分两个步骤：第一步是验证当取第一个初始值[image: image4.wmf]0

n

时所要证明的不等式成立,第二步是对于任意的正整数[image: image5.wmf]k

,假设当[image: image6.wmf]nk
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时不等式能够成立,以此来证明当[image: image7.wmf]1
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时所要证明的不等式是否成立,如果第一步和第二步都能成立,那么可以得出结论,即对于所有大于或等于[image: image8.wmf]0

n

的正整数不等式成立.[来源:Zxxk.Com]
新课标中提出着重考查学生的探索和归纳能力,利用数学归纳法证明不等式,在近几年各地的高考和模考试题中已成为一个新的热点和亮点,并且基本上都以主观题的方式出现,大多数出现在最后三道大题中.因此,高考中我们想要得高分就要将它当成必须掌握的问题.

一、证明与正整数相关的不等式
在有关自然数的不等式证明问题中,常常可以考虑用数学归纳法进行处理,这也是数学归纳法最为主要的应用之一,其主要步骤有两步：（1）证明当[image: image9.wmf]0
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（第一个自然数）时不等式成立；（2）假设不[image: image10.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




等式当时[image: image11.wmf]nk
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时不等式也成立；由（1）、（2）对于[image: image14.wmf]0

nn

³

的一切自然数,不等式都成立.

【例1】(2014·陕西高考)设函数f(x)＝ln(1＋x),g(x)＝xf′(x),x≥0,其中f ′(x)是f(x)的导[image: image15.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




函数．

(1)令g1(x)＝g(x),gn＋1(x)＝g(gn(x)),n∈N＋,求gn(x)的表达式；

(2)若f(x)≥ag(x)恒成立,求实数a的取值范围；

(3)设n∈N＋,比较g(1)＋g(2)＋…＋g(n)与n－f(n)的大小,并加以证明．

【分析】(1)利用求导公式及归纳推理得出gn(x)的表达式,然后用数学归纳法证明,证明的关键是当n＝k时,结论成立,证得n＝k＋1时,结论也成立．

(2)构造函数将恒成立问题转化为函数的导数问题解决．

(3)利用(2)的结论用数学归纳法证明．

【解析】　由题设得,g(x)＝eq \f(x,1＋x)(x≥0)．

(1)由已知,g1(x)＝eq \f(x,1＋x),g2(x)＝g(g1(x))＝eq \f(\f(x,1＋x),1＋\f(x,1＋x))＝eq \f(x,1＋2x),g3(x)＝eq \f(x,1＋3x),…,可得gn(x)＝eq \f(x,1＋nx).

下面用数学归纳法证明．

①当n＝1时,g1(x)＝eq \f(x,1＋x),结论成立．

②假设n＝k时结论成立,即gk(x)＝eq \f(x,1＋kx).

那么,当n＝k＋1时,gk＋1(x)＝g(gk(x))

＝eq \f(gk（x）,1＋gk（x）)＝eq \f(\f(x,1＋kx),1＋\f(x,1＋kx))＝eq \f(x,1＋（k＋1）x),即结论成立．

由①②可知,结论对n∈N＋成立．
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(3)由题意知g(1)＋g(2)＋…＋g(n)＝eq \f(1,2)＋eq \f(2,3)＋…＋eq \f(n,n＋1),n－f(n)＝n－ln(n＋1),所以g(1)＋g(2)＋…＋g(n)>n－ln(n＋1)．

证明如下：上述不等式等价于eq \f(1,2)＋eq \f(1,3)＋…＋eq \f(1,n＋1)<ln(n＋1),

在(2)中取a＝1,可得ln(1＋x)>eq \f(x,1＋x),x>0.

令x＝eq \f(1,n),n∈N＋,则eq \f(1,n＋1)<lneq \f(n＋1,n).

下面用数学归纳法证明：

①当n＝1时,eq \f(1,2)<ln 2,结论成立．

②假设当n＝k时结论成立,即eq \f(1,2)＋eq \f(1,3)＋…＋eq \f(1,k＋1)<ln(k＋1)．

那么,当n＝k＋1时,eq \f(1,2)＋eq \f(1,3)＋…＋eq \f(1,k＋1)＋eq \f(1,k＋2)<ln(k＋1)＋eq \f(1,k＋2)<ln(k＋1)＋lneq \f(k＋2,k＋1)＝ln(k＋2),即结论成立．

由①②可知,结论对n∈N＋成立．

【点评】应用数学归纳法证明不等式应注意的问题

(1)当遇到与正整数n有关的不等式证明时,若用其他办法不容易证,则可考虑应用数学归纳法．

(2)用数学归纳法证明不等式的关键是由n＝k成立,推证n＝k＋1时也成立,证明时用上归纳[image: image17.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




假设后,可采用分析法、综合法、求差(求商)比较法、放缩法等证明．运用放缩法时,要注意放缩的“度”．
【小试牛刀】设f(n)＝nn＋1,g(n)＝(n＋1)n,n∈N*.

(1)当n＝1,2,3,4时,试比较f(n)与g(n)的大小；

(2)根据(1)的结果猜测一个一般性结论,并加以证明．
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即当n＝k＋1时也成立．由①②知,当n≥3,n∈N*时,有nn＋1>(n＋1)n.

二、证明与数列相关的不[image: image19.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




等式

数列可以看作一个定义域为自然数集N（或它的有限子集[image: image20.wmf]{1,2,3,,}

n

L

）的函数当自变量从小到大依次取值时对应的一列函数值.用数学归纳法证明关于数列的不等式是一种顺理成章的思路和方法.在历年的高考数列试题中大都会设置一问用数学归纳法证明某个结论或不等式问题,往往是先计算前几项,再变形（可拆可补）,进而猜想结论,最后用数学归纳法证明,此即“观察----归纳----猜想---证明”很常见的问题模式.

用数学归纳法证明与n(n∈N*)有关的不等式一般有两种具体形式：一是直接给出不等式,按要求进行证明；二是给出两个式子,按要求比较它们的大小．对第二类形式往往要先对n取前k个值的情况分别验证比较,以免出现判断失误,最后猜出从某个k值开始都成立的结论,常用数学归纳法证明,即先猜(归纳推理)后证(数学归纳法)．

【例2】(2014·重庆)设a1＝1,an＋1＝2,n)eq \r(a－2an＋2)
＋b[image: image21.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




(n∈N*)．

(1)若b＝1,求a2,a3及数列{an}的通项公式；

(2)若b＝－1,问：是否存在实数c使得a2n<c<a2n＋1对所有n∈N*成立？证明你的结论．

【解析】(1)方法一：a2＝2,a3＝eq \r(2)＋1.

再由题设条件知(an＋1－1)2＝(an－1)2＋1.

从而{(an－1)2}是首项为0,公差为1的等差数列,

故(an－1)2＝n－1,即an＝eq \r(n－1)＋1(n∈N*)．

方法二：a2＝2,a3＝eq \r(2)＋1.

可写为a1＝eq \r(1－1)＋1,a2＝eq \r(2－1)＋1,a3＝eq \r(3－1)＋1.

因此猜想an＝eq \r(n－1)＋1.

下面用数学归纳法证明上式：

当n＝1时结论显然成立．

假设n＝k时结论成立,即ak＝eq \r(k－1)＋1,则ak＋1＝eq \r(（ak－1）2＋1)＋1＝eq \r(（k－1）＋1)＋1＝eq \r(（k＋1）－1)＋1.

这就是说,当n＝k＋1时结论成立．

所以an＝eq \r(n－1)＋1(n∈N*)．

(2)方法一：设f(x)＝eq \r(（x－1）2＋1)－1,则an＋1＝f(an)．

令c＝f(c),即c＝eq \r(（c－1）2＋1)－1,解得c＝eq \f(1,4).

下面用数学归纳法证明命题：

a2n<c<a2n＋1<1.

当n＝1时,a2＝f(1)＝0,a3＝f(a2)＝f(0)＝eq \r(2)－1,

所以a2<eq \f(1,4)<a3<1,结论成立．

假设n＝k时结论成立,即a2k<c<a2k＋1<1.

易知f(x)在(－∞,1]上为减函数,从而c＝f(c)>f(a2k＋1)>f(1)＝a2,即1>c>a2k＋2>a2,

再由f(x)在(－∞,1]上为减函数,得c＝f(c)<f(a2k＋2)<f(a2)＝a3<1,故c<a2k＋3<1.

因此a2(k＋1)<c<a2(k＋1)＋1<1.

这就是说,当n＝k＋1时结论成立．

综上,符合条件的c存在,其中一个值为c＝eq \f(1,4).

方法二：设f(x)＝eq \r(（x－1）2＋1)－1,则an＋1＝f(an)．

先证：0≤an≤1(n∈N*)．①

当n＝1时,结论显然成立．

假设n＝k时结论成立,即0≤ak≤1.

易知f(x)在(－∞,1]上为减函数,从而

0＝f(1)≤f(ak)≤f(0)＝eq \r(2)－1<1,

即0≤ak＋1≤1.

这就是说,当n＝k＋1时结论成立．

故①成立．

再证：a2n<a2n＋1(n∈N*)．②

当n＝1时,a2＝f(1)＝0,a3＝f(a2)＝f(0)＝eq \r(2)－1,有a2<a3,即n＝1时②成立．

假设n＝k时,结论成立,即a2k<a2k＋1,

由①及f(x)在(－∞,1]上为减函数,得

a2k＋1＝f(a2k)>f(a2k＋1)＝a2k＋2,

a2(k＋1)＝f(a2k＋1)<f(a2k＋2)＝a2(k＋1)＋1.

这就是说,当n＝k＋1时②成立,

所以②对一切n∈N*成立．

由②得a2n<2,2n)eq \r(a－2a2n＋2)
－1,

即(a2n＋1)2<aeq \o\al(2,2n)－2a2n＋2,

因此a2n<eq \f(1,4).③

又由①②及f(x)在(－∞,1]上为减函数,得f(a2n)>f(a2n＋1),即a2n＋1>a2n＋2,

所以a2n＋1>2,2n＋1)eq \r(a－2a2n＋1＋2)
－1.

解得a2n＋1>eq \f(1,4).④

综上,由②③④知存在c＝eq \f(1,4)使得a2n<c<a2n＋1对一切n∈N*成立．

【小试牛刀】设数列{an}满足a1＝2,an＋1＝an＋eq \f(1,an)(n＝1,2,…)．证明：an＞eq \r(2n＋1)对一切正整数n都成立．
【证明】当n＝1时,a1＝2＞eq \r(2×1＋1),不等式成立．

假设当n＝k(k≥1,k∈N*)时,ak＞eq \r(2k＋1)成立．

那么当n＝k＋1时,

aeq \o\al(2,k＋1)＝aeq \o\al(2,k)＋2,k)eq \f(1,a)
＋2＞2k＋3＋2,k)eq \f(1,a)
＞2(k＋1)＋1.

∴当n＝k＋1时,ak＋1＞eq \r(2（k＋1）＋1)成立．

综上,an＞eq \r(2n＋1)对一切正整数n都成立．

【点评】数学归纳法证明不等式应注意：(1)当遇到与正整数n有关的不等式证明时,应用其他办法不容易证,则可考虑应用数学归纳法[image: image22.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




；(2)用数学归纳法证明不等式的关键是由n＝k成立,推证n＝k＋1时也成立,证明时用上归纳假设后,可采用分析法、综合法、作差(作商)比较法、放缩法等证明．

三、放缩技在数[image: image23.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




学归[image: image24.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




纳法中的运用

其实应用[image: image25.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




数学归纳法证明不等式,看起来[image: image26.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




很容易,但往往做起来有时会很难,其难点在于由[image: image27.wmf]nk
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成立,推证[image: image28.wmf]1
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成立的过程中,不容易实现转化,这里可能要用到一些常见的证明方法,如作差法、作商法、分析法、综合法、反证法、放缩法等,这也是数学归纳法的核心和关键所在,也是最困难的一步,往往要多种方法相结合,而最为常见的方法和技巧是与放缩法相结合.

【例3】观察下列式子：
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（Ⅰ）由此猜想一个一般性的结论,

（Ⅱ）请证明你的结论.

【答案】（1）
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（2）证明见解析．
【分析】本题第一问属于不完全归纳法,要求考生能从特殊的个别的不等式找到其公共具有的属性进一步推广到一般的情况,第二问的证明利用不等式进行放缩
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从而把问题转化为可裂项再求和的数列问题,本题证明也可以采用数学归[image: image34.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




纳法按照三个步骤给予证明．
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证法二：数学归纳法：当n=k+1时,
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当n=k+1时,成立.
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【小试牛刀】(2014·大纲全国)函数f(x)＝ln(x＋1)－eq \f(ax,x＋a)(a>1)．

(1)讨论f(x)的单调性；

(2)设a1＝1,an＋1＝ln(an＋1),证明：eq \f(2,n＋2)<an≤eq \f(3,n＋2).
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(2)证明：由(1)知,当a＝2时,f(x)在(－1,＋∞)上是增函数．

当x∈(0,＋∞)时,f(x)>f(0)＝0,

即ln(x＋1)>eq \f(2x,x＋2)(x>0)．

又由(1)知,当a＝3时,f(x)在[0,3)上是减函数．

当x∈(0,3)时,f(x)<f(0)＝0,

即ln(x＋1)<eq \f(3x,x＋3)(0<x<3)．

下面用数学归纳法证明eq \f(2,n＋2)<an≤eq \f(3,n＋2).

①当n＝1时,由已知得eq \f(2,3)<a1＝1；

②假设当n＝k时结论成立,即eq \f(2,k＋2)<ak≤eq \f(3,k＋2).

当n＝k＋1时,ak＋1＝ln(ak＋1)>lneq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(2,k＋2)＋1))>eq \f(2×\f(2,k＋2),\f(2,k＋2)＋2)＝eq \f(2,k＋3).

ak＋1＝ln(ak＋1)≤lneq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(3,k＋2)＋1))<eq \f(3×\f(3,k＋2),\f(3,k＋2)＋3)＝eq \f(3,k＋3),

即当n＝k＋1时有eq \f(2,k＋3)<ak＋1≤eq \f(3,k＋3),结论成立．

根据①②知对任何n∈N*结论都成立．
【迁移运用】

1．用数学归纳法证明
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【答案】详见解析.
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（2）归纳的不等式为：
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6．已知m,n为正整数.

（Ⅰ）用数学归纳法证明：当x>-1时,
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[image: image155.wmf](

)

(

)

3423

nn

nn

nn

++¼++=+

的所有正整数n.
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（Ⅱ）证：当n≥6,m≤n时,由（Ⅰ）得
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（Ⅲ）解：由（Ⅱ）知,当n≥6时,[来源:学科网]
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[image: image160.wmf].
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故只需要讨论n=1,2,3,4,5的情形；

当n=1时,3≠4,等式不成立；

当n=2时,32+42＝52,等式成立；

当n=3时,33+43+53＝63,等式成立；

当n=4时,34+44+54+64为偶数,而74为奇数,故34+44+54+64≠74,等式不成立；

当n=5时,同n=4的情形可分析出,等式不成立.

综上,所求的n只有n=2,3

解法2：

（Ⅰ）证：当x=0或m=1时,原不等式中等号显然成立,下用数学归纳法证明：

当x>-[image: image161.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




1,且x≠0时,m≥2,（1+x）m>1+mx.  ①

（i）当m=2时,左边＝1+2x+x2,右边＝1+2x,因为x≠0,所以x2>0,即左边>右边,不等式①成立；

（ii）假设当m=k（k≥2）时,不等式①成立,即（1+x）k>1+kx,则当m=k+1时,因为x>-1,所以1+x>0.又因为x≠0,k≥2,所以kx2>0.

于是在不等式（1+x）k>1+kx两边同乘以1+x得（1+x）k·（1+x）>（1+kx）（1+x）=1+（k+1）x+kx2>1+（k+1）x,所以（1+x）k+1>1+（k+1）x,即当m＝k+1时,不等式①也成立

综上所述,所证不等式成立

（Ⅱ）证：当
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而由（Ⅰ）,
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（Ⅲ）解：假设存在正整数
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即有
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与②式矛盾,

故当n≥6时,不存在满足该等式的正整数n.

故只需要讨论n=1,2,3,4,5的情形；

当n=1时,3≠4,等式不成立；

当n=2时,32+42＝52,等式成立；

当n=3时,33+43+53＝63,等式成立；

当n=4时,34+44+54+64为偶数,而74为奇数,故34+44+54+64≠74,等式不成立；

当n=5时,同n=4的情形可分析出,等式不成立

综上,所求的n只有n=2,3
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即
[image: image212.wmf]1

nk

=+

时结论也成立,

∴当
[image: image213.wmf]4

n

³

时,
[image: image214.wmf]2

3(1)22

nn

nn

>-×+

成立. 

综上得,当
[image: image215.wmf]1

n

=

或
[image: image216.wmf]4

n

³

时,
[image: image217.wmf]2

3(1)22

nn

nn

>-×+

；

当
[image: image218.wmf]2,3

n

=

时,
[image: image219.wmf]2

3(1)22

nn

nn

<-×+

．

8．设实数
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（2）数列
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【答案】（1）证明：当
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证法1：先用数学归纳法证明
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综合①②可得,对一切正整数
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9．设
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10．【2016届贵州省贵阳市六中高三元月月考】设函数
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11.已知函数f(x)＝rx－xr＋(1－r)(x>0),其中r为有理数,且0<r<1,求f([image: image368.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




x)的最小值；

(2)试用(1)的结果证明如下命题：

设a1≥0,a2≥0,b1,b2为正有理数,若b1＋b2＝1,则a1b1a2b2≤a1b1＋a2b2；

(3)请将(2)中的命题推广到一般形式,并用数学归纳法证明你所推广的命题．

bk＋1. 
【解析】(1) f ′(x)＝r－rxr－1＝r(1－xr－1),

令f′(x)＝0,解得x＝1.

当0<x<1时,f′(x)<0,所以f(x)在(0,1)内是减函数；

当x>1时,f′(x)>0,

所以f(x)在(1,＋∞)内是增函数．

故函数f(x)在x＝1处取得最小值f(1)＝0.

(2)由(1)知,当x∈(0,＋∞)时,有f(x)≥f(1)＝0,

即xr≤rx＋(1－r)．①

若a1,a2中至少有一个为0,则a1b1a2b2≤a1b1＋a2b2成立．

若a1,a2均不为0,又b1＋b2＝1,可得b2＝1－b1,于是

在①中令x＝eq \f(a1,a2),r＝b1,

可得eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a1,a2)))

eq \s\up12(b1)≤b1·eq \f(a1,a2)＋(1－b1),

即a1b1a21－b1≤a1b1＋a2(1－b1),亦即a1b1a2b2≤a1b1＋a2b2.

综上,对a1≥0,a2≥0,b1,b2为正有理数,且b1＋b2＝1,总有a1b1a2b2≤a1b1＋a2b2.②

(3)(2)中命题的推广形式为：

设a1,a2,…,an为非负实数,b1,b2,…,bn为正有理数．

若b1＋b2＋…＋bn＝1,

则a1b1a2b2…anbn≤a1b1＋a2b2＋…＋anbn.③

用数学归纳法证明如下：

a．当n＝1时,b1＝1,[image: image369.png]Sk B 2 FLM (ZXXK.COM)




有a1≤a1,③成立．

b．假设当n＝k时,③成立,即若a1,a2,…,ak为非负实数,b1,b2,…,bk为正有理数,且b1＋b2＋…＋bk＝1,

则a1b1a2b2…akbk≤a1b1＋a2b2＋…＋akbk.

当n＝k＋1时,已知a1,a2,…,ak,ak＋1为非负实数,b1,b2,…,bk,bk＋1为正有理数,且b1＋b2＋…＋bk＋bk＋1＝1,

此时0<bk＋1<1,即1－bk＋1>0,

于是a1b1a2b2…akbk a k＋1bk＋1＝(a1b1a2b2…akbk) a k＋1bk＋1
＝(a1eq \f(b1,1－bk＋1)a2eq \f(b2,1－bk＋1)…a k eq \f(bk,1－bk＋1))1－bk＋1·a k＋1bk＋1.

因为eq \f(b1,1－bk＋1)＋eq \f(b2,1－bk＋1)＋…＋eq \f(bk,1－bk＋1)＝1,

由归纳假设可得a1eq \f(b1,1－bk＋1)a2eq \f(b2,1－bk＋1)…a k eq \f(bk,1－bk＋1)
≤a1·eq \f(b1,1－bk＋1)＋a2·eq \f(b2,1－bk＋1)＋…＋ak·eq \f(bk,1－bk＋1)＝eq \f(a1b1＋a2b2＋…＋akbk,1－bk＋1).

从而a1b1a2b2…akbk a k＋1bk＋1
≤eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a1b1＋a2b2＋…＋akbk,1－bk＋1)))

eq \s\up12(1－bk＋1)·a k＋1bk＋1.

又因为(1－bk＋1)＋bk＋1＝1,由②得

eq \b\lc\(\rc\)(\a\vs4\al\co1(\f(a1b1＋a2b2＋…＋akbk,1－bk＋1)))

eq \s\up12(1－bk＋1) a k＋1bk＋1
≤eq \f(a1b1＋a2b2＋…＋akbk,1－bk＋1)·(1－bk＋1)＋ak＋1bk＋1
＝a1b1＋a2b2＋…＋akbk＋ak＋1bk＋1,

从而a1b1a2b2…akbk a k＋1bk＋1≤a1b1＋a2b2＋…＋akbk＋ak＋1
故当n＝k＋1时,③成立．

由a,b可知,对一切正整数n,所推广的命题成立．

12.已知数列{an}满足a1＝a,an＋1＝2an＋eq \f(λ,an)(a,λ∈R)．

(1)若λ＝－2,数列{an}单调递增,求实数a的取值范围；

(2)若a＝2,试写出an≥2对任意的n∈N*成立的充要条件,并证明你的结论．

【解析】(1)当λ＝－2时,an＋1＝2an－eq \f(2,an),由题意知an＋1>an,所以an＋1－an＝an－eq \f(2,an)>0,解得an>eq \r(2)或－eq \r(2)<an<0,所以a1>eq \r(2)或－eq \r(2)<a1<0.所以实数a的取值范围为(－eq \r(2),0)∪(eq \r(2),＋∞)．
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①当－4≤λ≤0时,由f′(x)＝2－eq \f(λ,x2)>0,知f(x)在区间[2,＋∞)上单调递增,所以ak＋1＝2ak＋eq \f(λ,ak)≥4＋eq \f(λ,2)≥2.

②当λ>0时,对x∈[2,＋∞)总有f(x)＝2x＋eq \f(λ,x)>4>2,所以ak＋1＝2ak＋eq \f(λ,ak)>2.

所以当n＝k＋1时,ak＋1≥2成立．

综上可知,当λ≥－4时,对任意的n∈N*,an≥2成立．

故an≥2对任意的n∈N*成立的充要条件是λ≥－4.
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[image: image374.jpg]汇聚名校名师,奉献精品资源,打造不一样的教育！
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