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2017届学科网高三数学跨越一本线
问题二  集合与其他知识的交汇问题
集合概念及其基本理论,称为集合论,是近代数学的一个重要基础,一方面,许多重要的学科,如数学中的数理逻辑、近世代数、实变函数、泛函分析、概率统计等,都建立在集合理论的基础上.另一方面,集合论及其所反映的数学思想,在越来越广泛的领域中得到应用,在高考中以简易逻辑、函数、方程、不等式、向量、解析几何等为背景的集合问题在试卷中频频出现,这类问题主要考查集合语言及集合思想的应用,解题时要求首先读懂集合语言,脱去其外衣,挖掘其本质的数量关系,再利用相关知识解决．本文重点总结集合在函数、不等式、数列、解析几何等知识中的应用,
一、集合与函数的交汇
集合与函数的交汇问题主要有两类,一是与函数定义域及值域有关的集合运算问题,解决此类一般是先把参与运算的集合化为最简,然后再按集合的运算法则进行运算；另一类是具有某些性质的函数组成一个集合,解决此类问题是理解集合中元素的特征,根据其特征把问题转化为函数问题求解.
 【例1】已知集合M是满足下列性质的函数
[image: image774.jpg]


的全体：存在非零常数T,对任意
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成立.

（1）函数
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是否属于集合M？说明理由；

（2）设函数
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且
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）的图象与
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的图象有公共点,证明：
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∈M；（3）若函数
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∈M ,求实数
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的取值范围.

【分析】抓住集合M元素的特征,集合M是由满足
[image: image11.wmf]()()
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的函数构成．

【解析】（1）对于非零常数T,f （x+T）=x+T,Tf （x）＝Tx．

因为对任意x∈R,x+T =Tx不能恒成立,所以f （x）＝x  M ．

（2）因为函数f （x）=ax （a>0且a≠1）的图象与函数y=x的图象有公共点,
所以方程组：
[image: image12.wmf]ï

î

ï

í

ì

=

=

x

y

a

y

x

 有解,消去y得ax=x,
显然x=0不是方程的ax=x解,所以存在非零常数T,使aT=T．

于是对于f （x）=ax ,有

f （x＋T）=ax+T = aT·ax=T·ax =T f （x）,故f （x）=ax∈M．

（3）当k=0时,f （x）=0,显然f （x）=0∈M．

当k≠0时,因为f （x）=sinkx∈M,所以存在非零常数T,
对任意x∈R,有f （x＋T）= T f （x）成立,即sin（kx＋kT）= T sinkx．

因为k≠0时,且x∈R,所以kx∈R,kx＋kT∈R,
于是sinkx∈[－1,1],sin（kx＋kT） ∈[－1,1],
故要使sin（kx＋kT） = Tsinkx成立,只有T=±1．

当T＝1时,sin（kx＋k）= sink[image: image13.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




x成立,则k=2m(,m∈Z．

当T＝－1时,sin（kx－k）= －sinkx成立,
即sin（kx－k＋(） = sinkx成立,则－k＋( =2m(,m∈Z,即k= －（2m－1） (,m∈Z．综合得,实数k的取值范围是{k | k= m(,m∈Z }．

【点评】首先确定集合中的元素是什么,弄清集合元素的特征,然后按集合中元素满足的条件进行再运算．
【小试牛刀】【2017届河北武邑中学测试】设全集
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【答案】
[image: image20.wmf]20

a

-<£


【解析】由
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二、集合与数列[image: image29.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




的交汇
【例2】设集合
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数列
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⑴在只有
[image: image37.wmf]5

项的有限数列
[image: image38.wmf]{}

n

a

,
[image: image39.wmf]{}

n

b

中,其中
[image: image40.wmf]12345

1,2,3,4,5

aaaaa

=====

；


[image: image41.wmf]12345

1,4,5,4,1

bbbbb

=====

；试判断数列
[image: image42.wmf]{}

n

a

,
[image: image43.wmf]{}

n

b

是否为集合
[image: image44.wmf]W

的元素；

⑵设
[image: image45.wmf]{}

n

c

是各项为正的等比数列,
[image: image46.wmf]n

S

是其前
[image: image47.wmf]n

项和,
[image: image48.wmf]3

1

4

c

=

,
[image: image49.wmf]3

7

4

S

=

,证[image: image50.png]ik H Z22FEL R (ZXXK.COM)




明数列
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【分析】求解此题的关键是理解中集合
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的数列所满足的两个条件

【解析】⑴对于数列
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【小试牛刀】已知集合
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(Ⅰ) 判断集合
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【解析】(Ⅰ)由于
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（Ⅱ）证明：依题意有
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三、集合与不等式的交汇

集合的元素就是不等式的解,通过解不等式,从而确定集合元素的范围,转化为集合的运算处理．

【例3】【2017吉林镇赉县高三月考】已知集合[image: image93.wmf]{
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的取值范围．
【分析】集合是不等式的解集,可先通过解不等式化简给定集,再利用集合运算确定实数[image: image96.wmf]m

的取值范围
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【点评】集合是由元素组成的,从研究集合中元素的构成入手是解决集合运算问题的前提．

【小试牛刀】若集合
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             C．2                D．3

【答案】C
【解析】由
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所含两个元素,故答案为C.
四、集合与向量的交汇

集合是某些指定对象构成的,由向量构成的集合,要将集合的运算与向量的运算联系起来．

【例4】已知
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【分析】集合的元素表示向量,两个集合的交集就是由相等向量组成,故利用向量相等的条件可求．

【解析】选A,
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image124.wmf]{
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【点评】本题以集合为背景,考查了向量相等的充要条件,命题新颖独特．
【小试牛刀】对任意两个非零的向量
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【答案】C

【解析】由题意可得
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此可得
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五、集合与解析几何的交汇

曲线是由满足某种条件的点组成的集合,由集合的运算得出曲线之间具有的某种特殊位置关系,进而转化为解析几何知识求解．
【例5】已知
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【分析】首先分析集合
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【点评】分析集合元素的构成,将集合运算的结果翻译到两条直线的位置关系是解题关键．

【小试牛刀】【2016届宁夏银川一中高三上学期第四次月考】已知集合
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,其中是“垂直对点集”的序号是（  ）

A．①④             B．②③           C．③④          D．②④
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集合与其他知识的交汇处理办法往往有两种：其一是根据函数、方程、不等式所赋予的实数的取值范围,进而利用集合的知识处理；其二是由集合的运算性质,得到具有某种性质的曲线的位置关系,进而转化为几何问题处理．

【迁移运用】
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2．【2016届河南省郑州一中高三考前冲刺】已知集合
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3．【2016福建厦门一中月考】在直角坐标系
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【答案】B
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4．【2016届山东省济南高三上学期期末】已知集合
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【答案】C
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【答案】D 
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6.已知集合M是由具有如下性质的函数
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【答案】B

【解析】由题对于函数
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减区间时有
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7．【2015届广东省汕头市澄海凤翔中学高三上学期第三次段考理科数学试卷】设整数
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【答案】B
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8．【2015广东揭阳市高中毕业班高考第一次模拟考试理科数学试卷】非空数集
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.其中“互倒集”的个数是（   ）
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【答案】C
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9．【2015广东揭阳】设
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10.【2016届上海市七宝中学高三模拟】已知
[image: image344.wmf]{

}

2

,

MyyxxR

==Î

,
[image: image345.wmf]{

}

22

2,,

NxxyxyR

=+=Î

,则
[image: image346.wmf]MN

=

I

_____.
【答案】
[image: image347.wmf]0,2

êú

ëû


【解析】因
[image: image348.wmf]0

2

³

=

x

y

,而
[image: image349.wmf]2

2

2

2

£

-

=

y

x

,故
[image: image350.wmf]2

2

£

£

-

x

,所以
[image: image351.wmf]]

2

,

0

[

=

N

M

I

.
11．【2016届湖南省长沙市长郡中学高考模拟】已知集合
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)

fx

的编号是___________．

【答案】①②④.
【解析】依题[image: image376.wmf](
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=ÎÎ

表示整个平面直角坐标系区域,[image: image377.wmf](

)

{

}

,
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表示如图所示的平面区域,[image: image378.wmf](
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}

,

Pxyyfx

==

表示平面直角坐标系上函数[image: image379.wmf](
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的曲线,
[image: image380.png]



若[image: image381.wmf]01
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时,恒有[image: image382.wmf]U

PCMP

=

I

,则[image: image383.wmf]P

与[image: image384.wmf]M

无公共点,依题可知①②④函数的曲线与[image: image385.wmf]M

均无公共点,对于③,当[image: image386.wmf]0
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时,[image: image387.wmf]sin
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=

,又因为[image: image388.wmf]sin
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,所以[image: image389.wmf](
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曲线上的点[image: image390.wmf](
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必定在[image: image391.wmf]M

表示的平面区域内,即[image: image392.wmf]U
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¹

I

,故应填入①②④.
13．【2015届北京市第四中学高三上学期期中考试理科数学试卷】设集合
[image: image393.wmf]X

是实数集
[image: image394.wmf]R

的子集,如果点
[image: image395.wmf]0
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满足：对任意
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,都存在
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,那么称
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为集合
[image: image400.wmf]X

的聚点．则在下列集合中①
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；④整数集
[image: image404.wmf]Z

．
以0为聚点的集合有               ．（请写出所有满足条件的集合的编号）
【答案】②③
【解析】①中,集合
[image: image405.wmf]{|,0}

1

n

nn

n

Î³

+

Z

中的元素是极限为1的数列,除了第一项0之外,其余的都至少比0大
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的x,∴0不是集合
[image: image409.wmf]{|,0}

1

n

nn

n

Î³

+

Z

的聚点；
②集合
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③集合
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中的元素是极限为0的数列,对于任意的
[image: image415.wmf]0
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,存在
[image: image416.wmf]1
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④对于某个
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,比如
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,从而0不是整数集Z的聚点．

故②③．
14．【2015湖南浏阳一中】对于非空实数集[image: image425.png]A



,定义[image: image426.png](pHfEBxe Az 2x




．设非空实数集[image: image427.png]CcDg(—=.1]



．现给出以下命题：
（1）对于任意给定符合题设条件的集合[image: image428.png]


必有[image: image429.png]



（2）对于任意给定符合题设条件的集合[image: image430.png]


必有[image: image431.png]C'ND=@



； 
（3）对于任意给定符合题设条件的集合[image: image432.png]


必有[image: image433.png]cnD”




； 
（4）对于任意给定符合题设条件的集合[image: image434.png]


必存在常数[image: image435.png]


,使得对任意的[image: image436.png]c*



,恒有[image: image437.png]a+beD"



．
以上命题正确的是              ．
【答案】①④
【解析】当
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15．一个等差数列
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[image: image453.wmf]n
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【答案】
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16.【2017届江西玉山县一中高三上月考】已知集合
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（1）分别求
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（2）已知集合
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[image: image461.wmf]A
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,求实数
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的取值范围.
【解析】（1）
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（2）由（1）知
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为空集时,
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当
[image: image474.wmf]C

为非空集合时,可得  
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综上所述
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17．【2015江苏南京、盐城高三一模】设集合
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是
[image: image479.wmf]S

的两个非空子
集,且满足集合
[image: image480.wmf]A

中的最大数小于集合
[image: image481.wmf]B

中的最小数,记满足条件的集合对
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的个数为
[image: image483.wmf]n

P

.

（1）求
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（2）求
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的表达式.

【答案】（Ⅰ）
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【解析】（1）当
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（2）当集合
[image: image504.wmf]A

中的最大元素为“
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,集合
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此时,集合
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种情况,
所以,当集合
[image: image515.wmf]A

中的最大元素为“
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”时,
集合对
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当
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依次取
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时,可分别得到集合对
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18.设全集I=R,（1）解关于x的不等式|x－1|+a－1>0(a∈R);
（2）设A为（1）中不等式的解集,集合[image: image523.png]o=

sin(rx— g) 5 cos(m—g) - 0}



,若（[image: image524.jpg]


A）∩B恰有3个元素,求a的取值范围.
【解析】：（1）原不等式[image: image525.png]


|x－1|>1－a　　当1－a<0,即a>1时,原不等式对任意x∈R成立；
　当1－a=0,即a=1时,原不等式[image: image526.png]


|x－1|>0[image: image527.png]


x≠1;
　当1－a>0,即a<1时,原不等式[image: image528.png]


x－1<a－1或x－1>1－a[image: image529.png]


x<a或x>2－a
　于是综合上述讨论可知,当a>1时,原不等式的解集为R；当a≤1时[image: image530.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




,原不等式的解集为（－∞,a）∪（2－a,+ ∞）
　（2）由（1）知,当a>1时,[image: image531.jpg]


A=φ；当a≤1时, [image: image532.jpg]


A=｛x|a≤x≤2－a｝　注意到[image: image533.png]sin(x— g) +3 :os(m—g




　　=[image: image534.png]T AT
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　=[image: image535.png]2sin 7x
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　∴（[image: image537.jpg]


A）∩B恰有3个元素[image: image538.png]


[image: image539.jpg]


A恰含三个整数元素.（[image: image540.jpg]


A有三个元素的必要条件）(对[image: image541.jpg]


A=[a,2－a]的右端点的限制)
　(对[image: image542.jpg]


A=[a,2－a]的左端点的限制)
　　故得[image: image543.png]a <1
222-a%3
-1<a<0



　[image: image544.png]


－1<a≤0,　∴所求a的取值范围为[image: image545.png]


.

19．已知集合
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是满足下列性质的函数
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 （Ⅰ）函数
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 （Ⅱ）设函数
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的取值范围；
（Ⅲ）设函数
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【解析】（1）若
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 EMBED Equation.3  [image: image558.wmf]M
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,则在定义域内存在
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（3）
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∵函数
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图象与函数
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的图象交于点
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[image: image571.wmf]20

k

k

+=

,所以
[image: image572.wmf](

)

0

1

0

210

x

x

-

+-=

其中
[image: image573.wmf]0

1

xk

=+

,
∴
[image: image574.wmf](

)

(

)

(

)

1

1

0

0

f

x

f

x

f

+

=

+

,即
[image: image575.wmf](

)

M

x

x

f

x

Î

+

=

2

2


20.设a,b为常数,
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 （a,b）映射为函数
[image: image577.wmf].
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   （1）证明：不存在两个不同点对应于同一个函数；

   （2）证明：当
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   （3）对于属于M的一个固定值
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,在映射F的作用下,M1作为象,求其原象,并说明它是什么图象.

【解析】（1）假设有两个不同的点（a,b）,（c,d）对应同一函数,即
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对一切实数x均成立.

特别令x=0,得a=c；令
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故不存在两个不同点对应同函数.
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（3）设
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是以原点为圆心,
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21.已知{an}是等差数列,d为公差且不为0,a1和d均为实数,它的前n项和记作Sn,设集合A＝{(an,x2－y2＝1,x,y∈R}．试问下列结论是否正确,如果正确,请给予证明；如果不正确,请举例说明：
)|n∈N*},B＝{(x,y)|
(1)若以集合A中的元素作为点的坐标,则这些点都在同一条直线上；

(2)A∩B至多有一个元素；

(3)当a1≠0时,一定有A∩B≠∅.

【解析】(1)在等差数列{an}中,对一切n∈N*,有Sn＝(a1＋an),＝＝,则
这表明[image: image594.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




点(an,a1上．
x＋)均在直线y＝(x＋a1),于是点(an,)适合方程y＝
(2)设(x,y)∈A∩B,
则x,y是方程组的解,
由方程组消去y得2a1x＋a21＝－4,
当a1＝0时,方程2a1x＋a21＝－4无解,
此时A∩B＝∅；

当a1≠0时,
方程2a1x＋a21＝－4只有一个解x＝,
此时,方程组只有一解,
故上述方程组至多有解,
所以A∩B至多有一个元素．

[image: image595.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




(3)取a[image: image596.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




1＝1,d＝1,对一切的n∈N*,
有an＝a1＋(n－1)d＝n>0,>0,
这时集合A中的元素作为点的坐标,其横、纵坐标均为正,
另外,由于a1＝1≠0,如果A∩B≠∅,
那么根据(2)的结论,A∩B至多有一个元素(x0,y0),而x0＝<0,y0＝＝－
＝－<0,这样的(x0,y0)∉A,产生矛盾,故a1＝1,d＝1时,A∩B＝∅,所以,当a1≠0时,一定有A∩B≠∅是不正确的．
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（Ⅰ）当
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时,判断下列两个集合组是否具有性质
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,如果是请画出所对应的表格,如果不是请说明理由；

集合组1：
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【答案】（Ⅰ）集合组1具有性质
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【解析】（Ⅰ）解：集合组1具有[image: image642.png]ZEELN(ZXXK.COMRBLFTE




性质
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集合组2不具有性质
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（注：表格中的7行可以交换得到不同的表格,它们所对应的集合组也不同）
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[image: image772.png]汇聚名校名师,奉献精品资源,打造不一样的教育！
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