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2017届学科网高三数学跨越一本线精品
误区二：利用导数处理函数的单调性、极值等误区

导数的引入,为函数的研究与应用提供了有效的工具,把初等函数的学习提高到一个新的层次,正因如此,近年来,对应用导数研究函数性质的考查,已成为高考和各地模拟考试的热点和重点,利用导数研究函数主要体现在如下几个方面：由导数的几何意义求曲线的切线方程,研究函数的单调性,处理函数的极值和最值问题等等.而从实际教学和检测中,有些学生由于对概念的理解不够准确或受到某些知识或方法的负迁移,在解答有关问题时,常会陷入如下几个误区,从而导致对而不[image: image1.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




会,会而不全.现小结几种常见情形,以供同学们复习参考：

一、 “在某点处的切线”与“过某点处的切线”的区别

利用导数的几何意义处理曲线的切线问题,是考查导数时常见的一类小题（选择题、填空题）,在此类问题中的重点和关键是抓住“切点”,充分利用“切点”的三个作用：一,切点在曲线上；二,切点在切线上；三,切点的横坐标的导数值等于切线的斜率.在此类问题中有一个易错点：“在某点处的切线”与“过某点处的切线”的区别,其实质就是已知点是不是一定为切点的区别.

【例1】若存在过点O(0,0)的直线l与曲线y＝x3－3x2＋2x和y＝x2＋a都相切,求a的值．

【易错分析】由于题目中没有指明点O(0,0)的位置情况,容易忽略点O在曲线y＝x3－3x2＋2x上这个隐含条件,进而不考虑O点为切点的情况．
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(2)当O(0,0)不是切点时,设直线l与曲线y＝x3－3x2＋2x相切于点P(x0,y0),则y0＝xeq \o\al(3,0)－3xeq \o\al(2,0)＋2x0,且k＝y′|x＝x0＝3xeq \o\al(2,0)－6x0＋2,①

又k＝eq \f(y0,x0)＝xeq \o\al(2,0)－3x0＋2,②

联立①②,得x0＝eq \f(3,2)(x0＝0舍去),所以k＝－eq \f(1,4),

故直线l的方程为y＝－eq \f(1,4)x.

【点评】导数的几何意义是切点处切线的斜率,应用时主要体现在以下几个方面：

(1)已知切点A(x0,f(x0))求斜率k,即求该点处的导数值：k＝f′(x0)．

(2)已知斜率k,求切点A(x1,f(x1)),即解方程f′(x1)＝k.

(3)若求过点P(x0,y0)的切线方程,可设切点为(x1,y1),由eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(y1＝fx1，,y0－y1＝f′x1x0－x1))求解即可．

(4)函数图象在每一点处的切线斜率的变化情况反映函数图象在相应点处的变化情况,由切线的倾斜程度可以判断出函数图象升降的快慢．

【小试牛刀】【2017届安徽百校论坛高三文上学期联考】已知在曲线
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【答案】B
【解析】当
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二、误用单调函数的充要条件   

利用导数研究[image: image15.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




函数的单调性,是近年来的高考热点,学生解决此类问题往往根据：设定义在某区间上的函数
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在这个区间内单调递减.但误解了这只是函数在这个区间上单调递增或递减的一个充分条件,而并非必要条件.结合高等数学中的相关定理知：若函数
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内严格递增（或递减）的充要条件是：一,对任何
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内的任何子区间上不恒等于0,而在高中阶段,主要出现的是有一个或多个（有限个）使
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的点的情况,像例2这种逆向设置问题,是今后高考命题的一种趋向,它充分体现了高考“能力立意”的思想,对此,在复习中应引起高度重视.

【例2】若
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上是增函数,则
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【错解】因为
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上是增函数,故应有
[image: image36.wmf]2

121

()0

2(2)

axa

fx

xx

¢

+-

æö

¢

==>

ç÷

++

èø

,即
[image: image37.wmf]1

2

a

>

,所以
[image: image38.wmf]a

的范围是
[image: image39.wmf]1

,

2

æö

+¥

ç÷

èø

.

【分析】由已知条件
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上是增函数,结合函数的特征不难想到要利用导数与函数的单调性的关系进行求解,即可转化为：
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进行单独考虑,即可发现
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上的常数函数,不满足题意,方可求解.
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【点评】本题主要考查了导数的应用、函数的单调性.一般地,可导函数
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上是增（减）函数的充要条件是：对任意的
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的任何子区间内都不恒等于零,特别要注意：已知函数的单调性,求参数取值范围时,一定要特别考虑“等号”是否可以取到.

【小试牛刀】已知函数f(x)＝exlnx－aex(a∈R),若f(x)在(0,＋∞)上是单调函数,求实数a的取值范围．

【解析】f′(x)＝(eq \f(1,x)－a＋lnx)ex,

若f(x)为单调递减函数,则f′(x)≤0,在x>0时恒成立．

即eq \f(1,x)－a＋lnx≤0,在x>0时恒成立．所以a≥eq \f(1,x)＋lnx,在x>0时恒成立．

令g(x)＝eq \f(1,x)＋lnx(x>0),则g′(x)＝－eq \f(1,x2)＋eq \f(1,x)＝eq \f(x－1,x2)(x>0),

由g′(x)>0,得x>1；由g′(x)<0,得0<x<1.

故g(x)在(0,1)上为单调递减函数,在[1,＋∞)上为单调递增函数,此时g(x)的最小值为g(x)＝1,但g(x)无最大值(且无趋近值)．故f(x)不可能是单调递减函数．

若f(x)为单调递增函数,

则f′(x)≥0,在x>0时恒成立,即eq \f(1,x)－a＋lnx≥0,在x>0时恒成立,

所以a≤eq \f(1,x)＋lnx,在x>0时恒成立,由上述推理可知此时a≤1.

故实数a的取值范围是(－∞,1]．
三、忽视极值存在条件

利用导数研究函数的极值和最值,已成为现在高考的热点,此类问题解决正常分为三步：一,求导函数
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的根的左右两边的符号,如果左正右负,那么
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在这个根处取得极大值；如果左负右正,那么
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在这个根处取得极小值.学生在学习和复习中往往很容易忽视第三点,从而造成错解或多解.

【例3】已知f(x)＝x3＋3ax2＋bx＋a2在x＝－1时有极值0,则a－b＝________.

【答案】－7　
【错解】由题意得f′(x)＝3x2＋6ax＋b,则

eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a2＋3a－b－1＝0，,b－6a＋3＝0，))解得eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＝1，,b＝3))或eq \b\lc\{\rc\ (\a\vs4\al\co1(a＝2，,b＝9，))所以a－b＝－2或－7
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【点评】本题考查了利用导数求函数的极值,函数在某点取得极值的条件和函数的值的求法.对于可导函数而言,导数为零,不一定有极值；有极值处,导数一定为零,即“导数为零”不是“有极值”的充要条件,仅仅是必要条件.因此,此类问题在反求出字[image: image63.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




母后一定要检验该点左右两边导数的符号是否相异,这是学生极易发生错误的地方,当然这绝一日之功,需要通过长期的积累方可形成良好的习惯.

【小试牛刀】【2016届湖北省龙泉中学、宜昌一中高三10月联考】已知函数f（x）＝x3＋ax2＋bx－a2－7a在x＝1处取得极大值10,则
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     B．－2          C．－2或－
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【答案】A

【解析】由已知
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image81.wmf]3(1)(3)

xx

=--

,符合题意,因此
[image: image82.wmf]2

3

a

b

=-

,故选A．

【迁移运用】

1.已知曲线y＝lnx的切线过原点,则此切线的斜率为(　　)[来源:学科网]
A．e   B．－e    C.eq \f(1,e)   D．－eq \f(1,e)
【答案】C

【解析】y＝lnx的定义域为(0,＋∞),且y′＝eq \f(1,x),设切点为(x0,lnx0),则y′|x＝x0＝eq \f(1,x0),

切线方程为y－lnx0＝eq \f(1,x0)(x－x0),因为切线过点(0,0),所以－lnx0＝－1,解得x0＝e,故此切线的斜率为eq \f(1,e).

2.【2017届河南息县第一高级中学高三上段测】曲线
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【答案】C
【解析】
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3.【广东省佛山市2017届高三教学质量检测】已知函数
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【答案】C

【解析】由题意,得
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4.【河南省豫北名校联盟2017届高三年级精英对抗赛,10】设函数
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【答案】D
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5.【2017山西临汾一中等五校高三第三联考】已知函数
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6.【2017江西抚州七校高三上学期联考】已知函数
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7.【2017湖北省荆州市高三上学期第一次质量检】若函数
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8．【2016届山东师大附中高三上学期二模】设函数
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9．【2016届江西省临川一中高三上学期期中】若函数
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13. 【江苏省扬州中学2015届高三8月开学考试9】设函数
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14.【2017河北卓越联盟上学期月考】已知函数
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15.【2017广东省佛山市高三教学质量检测】设函数
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,求证：函数
[image: image326.wmf](

)
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有唯一零点.

【答案】（1）见解析；（2）见解析．

【解析】（[image: image327.png]22 B (ZXXK.COMR LR B




1）
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令
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上,
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故当
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因为
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因此
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，

上有唯一零点
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注意到
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注意到上述不等式
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令
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即
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上有唯一零点
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所以
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综上所述,函数
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有两个极值点
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，

,其中
[image: image381.wmf]1
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是极大值点,
[image: image382.wmf]2
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（2）由（1）函数
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因为
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以下先证：
[image: image389.wmf](

)

fx

的极小值
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所以
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又
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,所以
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,于是
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,所以
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. 

再证：存在
[image: image401.wmf]0
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,使
[image: image402.wmf](
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取
[image: image403.wmf]1
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,因为
[image: image404.wmf]0
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,所以
[image: image405.wmf](
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综上可知,函数
[image: image406.wmf](

)

fx

有唯一零点. 

16.【2017山东省枣庄市高三上学期期末】已知函数
[image: image407.wmf](
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（1）求函数
[image: image408.wmf](
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的单调区间及最值；

（2）若对
[image: image409.wmf](
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[image: image410.wmf]a

的取值范围；

（3）求证:
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【答案】(1) 增区间为[image: image412.wmf](
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,最大值为0,无最小值；(2) [image: image414.wmf][
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；(3)见解析．

【解析】(1)
[image: image415.wmf](
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所以函数
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上是减函数,所以当[image: image429.wmf]0
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17.【2017湖北孝感高三上学期第一次联考】已知函数
[image: image434.wmf](
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（Ⅰ）若函数
[image: image435.wmf](
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在
[image: image436.wmf]1
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处取得极值,求实数
[image: image437.wmf]a

的值；

（Ⅱ）在(Ⅰ)的条件下,函数
[image: image438.wmf](
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 (其中
[image: image439.wmf](
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为函数
[image: image440.wmf](

)

fx

的导数)的图像关于直线
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对称,求函数
[image: image442.wmf](
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单调区间；
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[image: image445.wmf]l

的取值范围.

【答案】（Ⅰ）
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（Ⅱ）由（Ⅰ）知：
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18. 【2017重庆八中高三上学期二调】已知函数
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由（1）知,当
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19. 【2017中原名校高三上学期第三次质量考评】已知函数
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【解析】（1）依题意得,
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20. 【2017福建厦门一中上学期期中】已知函数
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21. 【2017辽宁盘锦市高中11月月考】设函数
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（2）证明：因为
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综上可得,
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【一题多解】最后一问还可采用：设
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 EMBED Equation.DSMT4 [image: image750.wmf]22

max|13|,|3|

99

aa

aabaab

ìü

=-----

íý

îþ



[image: image751.wmf]22

max|13()|,|3()|

99

aa

aabaab

ìü

=--+-+

íý

îþ



 EMBED Equation.DSMT4 [image: image752.wmf]22331

3||3

99444

a

aab

=++³´´´=

．

22. 【2017湖北荆州高三上学期第一次质量检测】已知函数
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【答案】(1)单调增区间为
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【易错点晴】导数是研究函数的单调性和极值最值问题的重要而有效的工具.本题就是以函数解析式
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